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y1.Comrlexe getallen,

We veronderstellen de detfinitie van de besta.vbare petallen bekeind.
“'e beschouwen getallenparen (a,b),waarin a eun b bestaanbare getallen
veorstellen.Daarbij spreken we af,dat het paar (a,0)een andere schrijf-
mijze voor het bestaanbare getal & is.

Tij woemen twee paren (a,b)en (c,d)dan en alleen dan san slkaar
selijk,als s = c en b = d is,.0m deze afsprask te rechtvaardigen moeten
™o laten zien,dat,als ecn van deze twee getallen paren van te voren
reeed is vastgelegda,ook het anders vastgelegd is en wel met dezelfde
betelenis.3tel (a,b) is van te vor:n resds vast.sle.d,d.w.2.b = 0 ter-
wijl {(a,b)een andere aschrijfwijze is voor het reéle getal a.ls het
paar (c,a)volgens boveuataande definitie gelijk aan het paar (a,b),dan
isd =b =0 en ¢ = a,2047t het paar (c,d)vasteelesd is en wel een
andere schrijfwijze betelent voor het testasubars gewwl oela omgekeerd
gegeven,dat {(c,d)een andere schrijiwijze is voor het reele getal a,
dan is d = 0 eén ¢ = a,dus inderdaad a = ¢ en b = d.Uit deze toelichting
blijkt,dat de gelijkheidsdefinitie geoorloofd is,

Onder de som van twee sotallenparen (a,b)en (c,d)verstaan we per
definitie het paar (a+c,b+d),dus bv.(3,5)+(5,7)=(8,12).0m er ons van
te overtuigen dat deze definitie geoorloofd is,moeten we vooreerst het
speciale geval nagaan,waarin elk der getallemparen (8,b)en (c¢,d)gelijk
is aan esn bestaanbaar getal;immers in dat geval is de som van (&,b)en
(6,d)reeds gedefiniecerd en moeten we laten zien,dat het resultaat van
de nieuwe definitie overeenstght met de som,zoals die vryoeger gedefi-
nieerd is,Dit is inderdaad zo,want in het beschouwde speciale zeval
zijn b en 4 en dus ook b+d gelijk aan nul,zodat het paar (a+c,b+d)in-
derdaad gelijk is aan a +c.

Uit bovenstaande afsprask volgt,dat een paar (a,b),waarbij b = 0
is,nooit gelijk is aan een bestaanbaar getal ¢,want was dat wel zo,dan
zou (a,b)gelijk zijn aan (c¢,0),waaruit zou volgen b = O, X

Het gelijkheidsbegrip,zoals het hiervan gedefinieerd is,voldoet.
aan 3 veorwaardsen,de zg.aequivalentie-voorwaarden:

© Het begrip is reflemief,d,w.z.het paar (a,b)is gelijk aan zichzelf.
2% Het begrip is symmetrisch,d.w.z.is (a,b)=(c,d),dan is (c,d)=(a,b).
3° Het begrip is transitief,d.w.2.i8 (a,b)=(c,d)en{c,d)=(e,f) dan is
(a,b)=(e,f). :
#lk begrip,dat aan deze drie vaorwaarden voldoet heet #en aequlvalantmaf
begrip,zodat we kortweg kunnen zeggen:Het boveugencemde gali’khaidﬂbaw
grip is ean aaquivalanmiabagrip.
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Hiermade is echter de definitie van de som nog nict gerechtvaar-
d3:4.7e moeten laten zien :Is (a,b)=(a',b’) cu (e,d)=(e',d'),dan is vol-
zer:s bovenstaande definitie de som van (a,b)en (e¢,4)gelijk aan de som
vau (a',b'Yen{c',d').Dit nu is evident,want uit hst gegeven volgt;

2 = &',b=b',c = ¢',en d=d',z0dat de uitkomsten (a+c,b+d)en (a‘+c’,b'+d’)
inderdaad overeenstemmen, | ‘

Hu gzen we van de hierboven gedofinieerde optelling enkele eigen~
gchappen bewijzen:

Commutatieve eigeunschap. (a,b)+(c, d)y=(c,d)+(a,b).

Deze eigenschap is evident,omdet in het gebied van de bestaanbare ge-
tallen de optelling ook commut&tlef is.

Associatieve eigenschap. (a b)+(c,d)7-+(e f)=(a, b)+<(c,d)+(e f)}
Dit is eveneens duidelijk emdat in het gebied van de bestaanbare getal-
len de optelling ook associatief is.De gemcenschappelijke waarden van
beide leden wordt kortweg aangsduid met (a,b)+(c,d)+(e,f). P

Door toepassing van het principe wvan volledige inductie definieren
we een gedurige som (a,,b )+(a2,b2)+....+(3n,b ) swaarin n 2 1,Is n=1
dan is deze som per definitie het getallenpaar (a1,b1).¢¢ n 2 dan ver-
onderstellen we (ayby)+ ...+ (a,_4,b, 4)reeds gedefireerd.Als bij deze
uitkomgt (an,bn)wordt opgeteld,krijgen we cen resultast,dat we de som
ds paren (31,b1),....,(an,bn)moemen.

De _mogelijkheid van asftrekking, ‘

Zijn (a,b)en (c,d)willekauris geseven,dan bestaat er 1 =2n slechts
1 paar (x,y)met de eigenschap (c,d)+{x,y)=(a,b).Immers het paar (x,y)
met X = a~c en y = b-d voldoet en voldoet allsen.Dit paar (x,y)heect het
verschil (a,b)~-(c,d)der getallenparen {a,blen (c,d).

sen getallenpaar (a,b)verandert niet,als het met O vermeerderd
wordt,want de som is gelijk aan (a,b)+(0,0)= (a,b).Bij elk paar (c,d)
is 1 en slechts 1 paar te vinden,dat met (c,d)vermeerderd,het getal O
oplevert.Dat is nl,het paar (c¢,d).Len paar met (c,d)verminderen komt
op hetzelfde neer als dat paar met het tegengestelde van (c,d)vermeer-
deren,

Onder een uitdrukking'van de gedaante
(a4b)+(c,d)~(e,£)-(g,h)+(j,k)

verstaan we de gedurige som der paren

(a,b),(c,d),(~e,-1), (~g,~h)en(3,k),
dus dzze som is gelijk aan

(a+c~e-g+j,b+d-f-h+k),

Uit deze redenering blijkt,dat in uitdrukkingen van deze gedaante de
voigzorde der termen kan worden verandard,zonder dat dasrdoor de waards
van de ultdrukking verandert.



Nu gaan we over tot de definitie van een product‘

Onder het product van (a blen (c,d)verstacn ws het par (ec-bd,
ai +ve),dus bv.

(3,5) +{5,7)=(-20,46). 4
Oz :r ons van te ovartuigen,dat deze definitici geoorloofd is,moecten we
yreer eerst het speciale zeval nagean,waarin :lk der getallsnparen (a,b)
en {c,d)gelijk is aan een bestaand getzl.In dat geval zijn d en d en
dus ook ad + be gelijk aan nul,en verdsr is ac ~be = ac,zodat dan inder-
daad de genoemde uwitkomst (ac -bd, ad+be) gelijk is aan het produet der
vastaanbare getallen a en c.

Verder merken we op:Is (a,b)={2',b")en{c,d)=(c',d'),dan is vol~
sens bovenstaande definitie het produet van (a,blen (e,d)pgelijk aan het
product van (at,b')on(c',d') .Hiermede is de definitie van het product
aerechtvaardiad,

Bcn natuurlijk getal n is te sckrijven als ecn zetallenpaar (n,0),
zocdat volgens bovenstaande definitie het produect n.{a b)vact~u“,,* id,
Dit product is gelijk aan de som van n termen,elk gel ik zan het paar
(a,b) JImmers bYeide uitkomsten zijn volgens dco som-;’%roductde¢¢nltiﬁ
zelijk aan het paar(na,nb).

Thans gaan we over tot het bewijs van enkele sigenschappen van
4¢ hicrboven gedefinieerde vermenigvuldiging.

Comm,eig,.:(a,b).(c,d)=(c,d)(a,b).

Ass.eig,: %a.b)(c d)} (e,f) = (a, b)i(c d)(e, f)1

e gemdensch.. waarde van beide leden wordt kortweg aangeduid met
(a,b)(c,yd){e, 1),

Door toepassing van het principe van volledige inductie definderen
we een gedurig praduct,

' (11,h )(az,bz).....(an,b ).
waarin n.¥*1 Is n=1,dan is dit product per definitie het getallenpaar
(a1,b Y. Is n> 2,dan veromderstcllen we (a1, 1)(82,b2)---'-(an 12Pp. 1)
reeds gudcixm~ard Als deze uitrowst met ( bn}wqrdt vermenigvuldigd,
kriigen we¢ een resultast,dat we het prOauwt der po=-n fa;.h.),...{a ,b )
Noemen, '

Een product van twee factoren is dan en alleen dan nul,als mive_
tens een der Factoren nul is.Immers is (c,d)=C,dan is ¢=0 en d=0,dus

(a,b)(c,d)=(0,0)=0.En omzekeerd,is (a,b)(c,d)=0,dan is ac-bd=0 en
ad+bd=0.Door kwadratering e¢n optelling volgt hieruit:(a +b2)(c2+d2)~0,
zodat minstens een dezer twee factoren nul is,waaruit volgt a = b =

of ¢ =4 = G
| Ken gedurig product is dan an alleen darn nul,als minstens een der :
Pactoren nul is.0m dit te bewijzen,duiden we ‘het aantal factoren aan met
n.De bewering is evident voor n = 1,zodat we n >1% mogen veronderstellegg
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&N mogen aannemen,daﬁ de bewering met n-1 in plaats van n reeds bewe-
zen is,Het beschouwde gedurige product kunnsn we dan schrijven in de

gedaante (a,b)(e,d)wazrin (a,b)voorstelt het product der esrsie n-1
idctoren,turW131 (c,d)de laatste factor aangecft.Is nu gegeven,dat het
zedurige product uul is,dan is volgens bovenstaanic stelling (e,d)=0
of (a,b)=0 en in het laatste geval is volgens onze inductie veronder-
stelling minstensldsr n-1 factoren wasruit (2,b)is opgebouwd,gelijk
can nul,Ils omgekeerd gegeven,dat minstens ec¢n der in het gsdurige
product optredendes factoren nul is,dan is (¢,d)=0 of minstens een der
factoren ven {a,b) is nul.In hat laatste geval is volgens onze inductiie
veronderstelling (a,b)zelf geliijk acc nul.In beide gevallen is (a,b).
(e,d) = 0,

Bij elk pasr (c,d),dat niet nul is,is ezn en slechts een paar

to vinden met de eig. (c,d){x,y)=1.Immers deze laatste bethrckkinz
geldt dan en slleen dan als ax-by= 1, ay+bx=C;de enige woardcn,die
hieraan voldoen,zijn

-b

0
X:—ﬁ-—-—-—- y:-—-—-—-—
a +b2 ’ a24+b”

Yen merke daarbi] op,dat de gemeenscheppclijke noemer nict nul is,om-
Lat (a,b)=0 verondersteld is.Dit paar (x,y)hect het omgekeorde van
(u,b) z0dat we gevonden hcbben:Elk paar,dat niet nul is,bezit een en
glechts een omgekeerde.

Teuslotte tonen we nog aan de digtributiefwetten:

{(2m) (0,0 } (e, 0)=(a,0) (=, 3 +(e,d) (2,0
en natuurlijk ook

(e, {(a,0)+(c, aﬂ_ (€,8) (8,0)+(e,£) (¢,d). |
e *ﬁrwfneart deze v"r:l:“sen door beide leden uvit te eijferen.

De éetalivwnaren (a,bkzoals ze hierboven gedcfinieerd zijn,vor-
men een verzameling, woarineen commutaticve en associatieve optelling
en 00k een associntisve ..-.nyjgovuldiging stecds uitvoerbaar zijn en
wel zo,dat de aftrekking stecds m.o01jjk is en de twes distributief-
wetten geldens

Een verzameling met deze eigenschappen heet ~» ping.De ring
heet commutatief,als de vermenigvuldiging commutatief iS.we timmen
dus kortweg zeggen:de getallenparen met de hierboven gedefiniecerdam
optel ling en vermenigvuldiging vormen cen commutaticve ring,

Opg.1.De gehele getallen vormen cen commutatieve ring.fveneens
de rationale getallen.kvereens de gotallen a+bVy 2,waarin a en b ra-
tionaal zijn.Eveneens alle bestaanbare getallen.

Opg.2.0¢ matuurlijke getallen vormen geen ring.Evenmin de posi-
tieve getallen.9m te bewijzen,dat de getallen a+h\fé waarin a en b ra-
tionaal zijn,geen ring vormen,is het voldoende szan te tonen,dat \f%
niet in die verzameling voorkomk.Stel V4 was te schrijven in de
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gedaante a + bV 2.Door vermenlgvuldiginé met V 2 en door elimin.iie
vqn'\ 4 virden we (a+b2)“v2 = 2 ~ ab. Omdat &fé niet rationaal is
(waarom?) volgt hieruit a + e =0 en 2 - ab = 0.Dit zou leveren
b3 = -2,hetgeen bulten&eslot n is.

Keren we nuozr terug tot de ring,z2rvan de hisrboven genoemde
setallenparen de slementen zijn.do2ls s recds orgemerkt hebben,veran-
dert cen element van die ring niet van waarde,als dat elewsznt met O
~ordt vermeerderd.Wij druklwn dit wit door te zsggen,dat het gotal
0 het . milelement van de ring is.Verdcr hebbeu we opgunmerkt,dat elk
siement (e,d)van de ring,dat niet met het nulelement sumenvalt één
i slechts één omgskeerde bezit.lotun we uu twee elementen (a,bjen
{¢,d)beschouven,vaarbij (c,d)niet het rmalelement is.Dan bevat de ring
¢2% en slechts een element (x,y)met de eigemnschap:(2,b)={x,y)(c,d).
Immers is (c¢',d')het omgekecrde van (c,d),dan is (a2,b)(c',d')het enige
element dat voldoet.Dit element (x,y)hset het quotient (a,b):(c,d)van
(a,b)en (c,d).7e komen dan tot het besluit:

In de. ring gevormd door de beschouwde getallenparen,is de deling
steeds uitvoerbaar,bchalve deling door het nildelement.sen ring met
deze eigenschap heet cen lichaam,zodat we ook kunnen zeggen:de be-
schouwde getallenparewn vormen e€egn lichanm,

Opz.3.De rationale getallen vormen een lichaam;eveneens de getal-
len a+b\V 2,wearin a en b rationaal zijn.De gehele getallen vormen
geen 1lchnam.plk getallenpaar (a,b)kan worden geschreven in de
gedaante (2,0) + (0,1)(v,0) .Het getalicnpaar (0,1) wordt ter afkor-
ting met i aangeduid,zodat het getallenpaar (a,b)geschrseven kan wor-
den in de¢ sedaante : a+ib.Daarbij is ii = (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1,
Als we 11 bij Wij%e vupn afkorting door 1% vervangen,krijgen we dus
22 o -1, Uit deze afsprags w1ijkt:

i is een getallepmpunr,waarsvew zan bepaalde optellinz en een be-
paalde vermenigvuldiging pedefinicerd is,un wel zo,dat het kwadrat
van het getallenpear i gelijk is ann -1,

We zullen nu voortasn het getallenpaar (a,b) = a + idb cur complex
getal noemen.in het speeiale geval,dat b = O is,krijgen we ecn best .-
ba~x getal,zocat cen bestzanbaar .etal een bijronder gevel van ecn
complex getal is.De getallcn 2 + ib met a = 0 heten imaginair,.Van het
complexe getal a + 1b hset a het resle deel en b het imasginaire deel.
Men merke op,dnt deze lastste naam niet gelukkiy gekozen is,want b
is zelf bestaanbacor.

Onder de macht (a+it)™,~aarin de expouent n een natuurlijkegetal
voorsetelt,verstaun we het ;roduct von n facturen elk gelijk aan a+ib.

Opg.4. Berekun in,wnarin n een willcekeurig getal voorstelt.

Opz.5, Bureken (1i%)n waarin n ecn willekeurig getal voorstelt,
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Opg.6. Theorema van e Moivre.

¢ (cos & + i sin a)(cos b + 1 sin b) = cos (a+b) + i sin(a+d).
en (cos a + i sin a)® = cos na + i sin na.

voor elk natuurlijk getal n.

§2.Meetkundige voorstelling van de complenc zetallen.
“an groot belang is,zoals reeds door Gausg iu cp.emerkt,dat elk complex
zetal a + ib correspondeert met eecn puut in het platte vilak;dst ds
coordinatecn & en b bezit en opzielte van een zegeven rechthoekig assen-
stelsel,  ¢ 

Zij gegeven een X-as en een daaron loodrscht staande y-as.De be-
ghaanbare getallen corresponderen met de punten van de x-as;de imugl
nsire getallen met de punten van de y-as.,Deze assen helen daarom 4
bestaanbare en de imaginaire as,De zetallen waarvanhet bestaanvare 7
de:l positief is,corresponderen met de punten rechts van de imaginaire ©
as euz.

Het punt met de coord.(a,b)noemen we kortweg het complexe getal
a + ib on omgekeerd noemcn wij het complexe getal a + ib koritweg het
punt met de coord.{a,b).Het vliak gevormd door de punten met cobrd.
(a,b)heet nan het complexe vlak.

Voliens desc afspraak uijn dus de complexe getallen punten van
het complexe viak,en wel punteu voor welke een bepaalde cptelling en
gcn bepazlde vermenigvuldiging gedefiniscrd is.

loe construersn we nu de som van itwee sunten Z4 080 3, gelegen in
het complaxe viai?

Hoemen we “qoen z, respectievelijk a+it en c+id,dan is
Z4% 2, Der definitie het punt met d: coord.u + ¢ en b + d.

i > ﬂmﬂ,ﬂszz;
f G i

, /

/ {

; i

/ i

- T zz

O

1] vinden dus 24+ 2, als hoekpunt van een parallelogram,wagsrvail 24
en u, twee overst. hoekpunten zijn en da onrsprone hod 4 hcekpunt is.
Bij deze constructie 18 Les vir+ nodis het vellediye parallelogranm
te tekenen.Het is voldoend:s vanuit 24 de vector te tekeucn,die gelijk
en evenwijdig is aan de vector,welke de ocorsprong met o verbindt,
Deze laatste opmerking stelt ons in staat om op gemakkelijke
wijze de som te construeren van n punten 31,z2,...,zn1 selegen in het
z-vlak Men tekent eerst vanuilt z1db vectur,die gelijk en evenwijdig
is aan de vector,die d¢ ocorsprong met L, verbindt;aldus vindt men
z1+22.Vanuit dit punt tokent men de vector,dic gelijk en evenwijdig
is aan de vector,die de onrsprong met zy verbindtsaldus vindt men
Zythptiy 00T,

A ety Mt Tl e hovLr ah
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Hoe counstrueren we het verschil Z4~%, VEL twze in het oomplexe
vliak gclegen punten?Verminderen mat Z, kowm',z0als we gezien hebbon,
0p hetzelfde neer als vermeerderen met het tegengesteldz.D.V.z,
venuit z1de vector,die gelijk en evenwijdipg is aan de vecetor welke

BTN

o met de oorsprong verbindt,dan krijgen we By . fL!
Onder de modulus |z| van een complex gf ////?
getal @ verstaan we de afstand van datypbz tot de P *2,-2,
}a+ibl=‘/g§; bgl ' corsprang ,  dus Gf&/’ )
De modulus heet ook wel de volstrekte

waarde. "E//

Opg.1. De modulus van ecn product van tweo factoren is gelijk
aan het product der meduli der factoren.

Opg.2. De . modulus van cen product v.e.willekeurig aantal factoren
is gelijk aan het product der moduli der factoren.

Opg.3. De modulus van cen som var 2 termen is hoogstens gelijk
aan de som der moduli der tormen, |

Gevraagd wordt deze eig.meetkundig tc bewijzen,

Te bewijzen vali

e e

—\/(a+c) +(b+d) < "/?:2_- he / 2+d
Het rechterlid van deze ongelijkheid is > U,uodat het voldoende 1s
aan te tonen,dat het kwadraat van het llhksrlld hoogstens gelijk 1s
aari het kwadraag van het rechterlld.uus te bewijzen:

ac + ba I Vﬁ +b‘)(c?+a ).
Het rechterlid van teze ong bllaﬂhuld is weer ggo,zodat het voldoende

is aan te tonen,dat het kWuivaat wan het linkerlid hoogstons gelijk
is aan het kwadraat van aev recbtarlis,dus +e bewijzen:

Zabed ;: a2d2 + 'b’d

hetgeen evident is.

Opg.4. De modulus van cen som van Twee termen is minstens gelijk
aan het verschil van de moduli der termen.

0pg.5. De modulus van de som van cen ¢indig aantal termen is
hoogstens gelijk aan de som der modull der turmen.

Opg.6. De modulus van het verschil van 2 complexe geﬁallen is de
afstand van de complexe getallen,

Opg.T7. De modulus van zen verschil van twee complexe getallen is

‘hoogstens- veli;k aan de som cn minstens gelijk asan het verschil der -
g i L moduli dier getallen., . o




Beschouw nu een willeksurig complex getal =z = 0,zodat z ecu punt
in het complexe vlak is,dat niet met de¢ corsprong samenvalt.De vuer-
aal,dic de oorsgprong met = verbindt  heeft dan een lengbe gelijk
l ! .Deze lengte noem ik r.De VOArStTdul maakt met de rositieve Du--
oobars as een hoek  ,die op een veslvoud van 360° dus op een vesl-
van 27 radialen ﬁa,ondlbbelzinnig bepaald is.Deze hoek(? hest
ot argument van z en wordt mst arg z asugednid.Dus elk punt z,dat unisi
wet do oorsprong samenvalt,bszit een argument,dat op zen vicl

L CRAR

voewd van
na,ondubbelzinnig is vastgelegd.Het punt 2z zelf kan dan worden
grachraven in de gedaante r(cos w + ising ),

Stelling: Hst product van twee factoron,die beide ongelijk anul zijn,
heeft een argumcnt,dat,op een veclvoud van 21T na,gelijk is aan de
som van de arguvmenbten der factoren.Want zijn

r1(cos(1ﬁ1 51nf1) en rz(cos(ph+ i 81nfa)

de twee factoren dan is volgeuns het theorema van de Moivre het product
gelijk aan r4Ts cos(k¥1+F’) + i sin( m+(b2) .
Hierult blijkt niet alleen,zoals we reeds wisten,dat de modulus van hst
product gelijk is aan het product der moduli van de factoren,doch te-
vzns dat het argument van het product,op een veelvoud van 27T na,gelijk
is aan de som(f1+-902dar argumentern,

Bovenstaande Vbeschouwingen stellen ons in staat om op ecenvoudige
wijze het produat van twee complexe getallen 24 en 2, te construcren,
ls wminstens cen van deze twee complexe getallen nul,dan valt het pro-
duct met de oorsprong Samen.4ijn beide factoren Gq 80 2, ongelijk aan
O,dan zijn van het produot BaZo de modulus bekend en ook,0p een veel-
voud vanlty nd,hbt argument.be Muasiyg r van het prodwst is gelijk aan
het product r,r, der moduli,dus 1=r4=r2’*’~ﬁdat{ gecoustruaeru ~ A
als 4e evenredige.
De constructie komt. daarop nesr,dat
men een driehoek construeert,die ge-
1ijkVvsvwio ig met de driehoek met de
-heckpunten O,% <« 5 en disc O en z
tot hockpunt heeft. g

Opz.8.Vermesnigvuldiging met i §

betekent cen draaiing om de norsprong
over een rechte hoek,

Beschouw vooreerst de transformatie w = z+p,waarin p een gegoven
bestaanbaar of onbestaanbasr getal voorstelt.Deze transformatie vosgd
aan elk punt £ ecm punt w toe,dat verkregen wordt door vanult z de
veetor e trekken,die gelijk e¢n evenwijdig i3 aan de vector welke & meh
p verbimdt.Eortweg gesead:deze transformetie komt neer ap de translqiig
dic de oorsprong ir hect punt p overvoert.Deze transformatie voert rech-

~fe lijnen in rechte lijnen over,cirkels in cirkels,euz.
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Beschouw verder de transforme$iz w =qz,waarin q sen gegeven bestaan-
baar of onbsstaanbasr gelal £ O voorstelt.In hst geval dat g bestaan-
baar is vindt men bij gegsven z het corrcsponderende punt w door vaanuit
die oorsprong te vermcenigvuldigen met de factor ¢.

Indien de modulus van g gelijk 1 isg,kuvaaen we stellcor
g = cosk + 8 sink ,woarin Khet argument van ¢ voorstelt,;in dat go-
val v1ndt men bij gegeven z het corresponderends puut w door edn
dozailng om de gorspreng over ecn hoek K.

In het algemene goval kunnen we stellen g = § (cosK+ i sin K),

agrin Q = qi en K = arg g;in dat geval moet men eerst draaien om de
corsprong over een hosk k& en vervolgens vanuit die oorsprong vermenig
vuldigen met de factorQ.Bij deze transformedic gaan rechte lijnen over
in rechte lijnen en cirkels in cirkels., ’

Jeschouw vervolgens de transformatiec w = %.Bij elk punt z £ O
vindt men een ondubbelzinnig bepazld punt w.Hce coustruecert men dit punt
a71ls 2z = r(cos(f+ i s:Lngo) dan is
v o= m(cosq?—- i 5111(,9)
Het punt = = 1 {cos 9+ i 51ngd, hccft hetzelfde argument als z,maar
zijn modulus is het omgckc ;yde van doe medulus van z.
Men verkrijgt dus w door het puunt % te spicgelen t.0.v.de eznheids-
cirkel,.(de ecgnheidscirkel is de cirkel mst de corsprong tot middel-
punt en de eenneid tot straal) .Het gevraagds runt v vindt men door w
t¢ spiegelen t.0.v.de boestaanbare as.Men construcert dus het puut
W o= % door spiegeling t.0.v.d¢ ecnheidscirkel,sevelgd door ecn cmklap-
»en om dé bestaanbarce as.Bij dezs traszformatie goosn cirkels we=r in
cirkels over,als rechte lijncu. bezchouwd worden ale epoeizis
van cirkels,
Tenslotte zullen we een willelteurige lineaire transformatie be-

schouwen,dat wil zeggen cen transformatie van de gedaante

8z + b
W=zt d "

Deze transfcznk¢,r wordt niet singulier verondersteld,d.w.Z.Wlj nemen
aan dat ad -~ be £ 0 is., ‘

2 ratiorn

Bij elk punt z met hooguteus <ém mitzondorimea. Yehoort dan een
ondubbelzinniz bepaalde w en omaekeosxa V1] elke w met hoogstens één
uitzondering behoort esn ondubbelzinnig bepaalde z.Elke niet singu-~
livre lineaire transformatie kan worden opgebouwd uit elementaire
transformaties van de godaente w = 2 + P, W= Q2 €n w = % .Immers‘is
c = 0,d4us 4 #£ O,dan is

a b j¢ a
¥ = = 3. - = - TIELE) VI, = = 2Z
iz ¢ £ O,dan is bond
a c-ad
W o= = w oz ow= o W,
) c t oloz+dy ¢ T s
. - : 1 d
waLYrin Ty = 29-6231- xsr3 en W3 = 343 ‘f“r =3+ T

3lk van deze lineaire transforﬁatius voert cirkels in cirkels over,
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zodat iedere lineairs niet singulierg transivrmaiie cirkels irn cirkels
overvoert.

$3.Binomivm van Newton.
joor de optelling en vermenigvuldiging van complexe getallen gelden
dezelfde rekenregels als voor de overeerkomstize bewerkingen bij be-~
e

stsanbare getallen,Zo vinden ws,als a sn b willekeurige complex® ge-

tallen voorshellen

1 o= 1
9 + b = a+ b
{ 2 - 2
(2 + b)° = 2° % 220 + b
(a + b)3 = ad + 3L + 3ab® + v
p)
(a + )% = at 4 2270 + 6272 & 48p3 & 0h

(a + 1)° = a%+5aty + 10a30° + 102707 + sapt + b2,

Ynz.De hierbi]j optredende getallenfactoren vormen een drighoekig sche-~
ma, 2enaamd de driehoek van Pascal,n.l.

1. 7 A 21 2% 2 T 1

In iedere rij is zowel het cerszte als net lactute getal gelijk aan 1.
Blk der overige petallen is,voli.ens definitie gelijk azn de som van de
twee ormiddellijk daarboven staande getallen,

a+b is een binomium(dat betekent:twee-term) .De getallen voorkomende
in de driehgek van Pascal heten daarom binomiaal coefficienten en wor-

. w . . .
den in de regel met ( 4 ) aangeduid,en wel 2zo,dat de drishoek van Pas-
val ook geschreven kan worden in de gedaante

(o)
SINNE)
2 2 2
i o) (1> (2)
@ & & 8

4y 4 4 4 4

SRR D R £ A € VN
ve binomigalcoefficienten (ﬁ) zijn dus gedefinieard voor elk paar ge-
hei= getallen n en h met n2h=n.Daarbij is

(B (D)=

terwiit (7)) vear a<h<n per defial . ie gelijk is uan
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"n-l) s p=l
h-1 \ h
4 - s = '
Wij bewijzen thans, dat het getal (f ) gelijk is aan ﬁ"%ﬁiﬁv . Hierbij
wordt onder ni! verstaan het product der getallen 1,2,...,n=-1 en n. Dus
1l =1; 2L =25 3! =65 ...

Onder 0! is men gewoon te verstaan het zotal 1. Men heeft
n! = n{n-1)!

Om de formule ('{’) W te bewijzen passen we volledige

indu " . toe ten sanzien van n. Voor n = O i3 de enige binomiaalcoef-
- 0.
ficient, die wij behoeven te beschouwan (/'\) 1 =577 ¢ zodat de for-

mule voor n = O juist is.

Voor n >0 en h = 0 is de formule cvenszons juist want men heeft
(%)= 1en 5.'—(%:':577 = 1,

Ock voor n>0 en h = n is de formule juist (bewijs dit )

Wij onderstellen thans dat de formule voor n-1 in plaats van n is
bewezen en mogen daarbij aanncmen dat het natuurlijke getal h voldoet
agn O0<h< n. | |

Derhalve kumnen we formule (1) toepassen en vinden

e T/ G wid! Y -—:k / -
Jl /'./’ H J / ‘4’ * —V} ) = “":"“':“;.r"""": ' ~r S . /, j
: )t?:, Pl 7 :(’,’-*/.)."('-'J?-,:';‘,“"‘ /1 ’ - A=

//' it —n-aif . Tt

.- «--..» e e g T e - ———s e i

Jod loan b)) Al i}t

waarmee dec gezochte formule bewezen 1s.

Opg. 1. Bewijs (;, = (.4,
Wij hebben thans gevonden voor ieder natuurlijk getal 7°

- /»"' }!;. ."..._n. VR ; K . o \.Z? 4‘4?..:“. .”f:_:__,.
F 4 ‘)/ - e Doy s S A Y
-'.:_ 4 ot A \ ’ 7 .
£ie k P
. . i’ ly.‘
Wij kumnen deze formule ook schrijven in de gedaante (":4) =
7 '

,4@ . Fonr
OT"“{}____.:?_. Bewigs dat voor W:Lllekeurlge gehele a en b de uitdrukking
(a+b)? - a’~ b’ deelbaar is door 7.

Met behulp van de gevonden formle is het ook mogelijk om een ont-
wikkeling van (a—t—b-Hc) neer tc schrijven.
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Immers

n . \,y}
(atb+e) =,a + (b+c)s

S f ~h
— ~N N
= 4. RInen)T (b+c)
bos
o n-h .
N a” > (n=h): . n "
hi(n=h)? <. Ti{n-h-k)? ¢
| K=0 :
o7 95 - h
o 1 }) \‘ .y,-;ﬁ~“
— N\ e 1 \
— P4 e a
AR ,gi KT (o-nwyr P ¢
b= ¥ o
" , . y "
" n b { v
= hikimT ® P o¢°
b"‘)ﬁmfa
}.4~kr7’f-‘:?)

De bedoeling is hierbij, dat de niet negatieve gehele getallen

hyk Ce m al?f_.?'gehele waarden van O tot en met n doorlopen, zodanig dat
hun som gal:g;k -

T oo9n N
Voorbee 1d. ' .
3 AN
[RERBIE IS : (%3 v
(atbre) F;-C,-_‘} nlkim: ~* b ¢ .
' ‘kn’r

Hierhij =zijn voor (h,k,m) slech'bs mogelijk (0,0,3), (0,3,0), (3,0,0)
(0;1’2), (0:291), (190y2)r (29091): (1:290): (21110) {1!1v1)~’m der
10 gevonden stellen levert een term in het rechterlid. De coefficient
van b.v. de term abc is daarbij

Wij merken nog op, dat de termen met (h,k,m)= (0 0,3), (0,3,0) en
(3,0,0) analoog gebouwd zijn. Zij luiden c?, b° en a’. Zo zijn de
volgeme termen ook analoge o Men schrijft vaak kortweg

(a+b+c)” = S a” +3 % a" b+ 6 abe,

waarblg me' (“a de som 2’ + b +c¢ enmet a’b de som

a"b+ab  +actac + bc+b ¢ bedoeld werdt.

Opmerking. Op analoge wijze vindt men formules voor machten van veel-
termen bestaande uit vier of meer termen. In het algemsen, een resul-

taat dat door volledige inductie te bewijzen is, komt men tot de for-

mule . L "o n ! ‘
/ - ' . 0’; . "‘ h
IS s _ B I ;
{ > "'b} - > T T A, 0y e g
et / ‘_B.!;l...)};‘,:.n ’)'1: b teeo f»;\_.



;}

Opg. 2. Bepanl de coefficient van x! in de ontwikkeling van (1+x+x°) .
L . ) ‘7!__ ,
Opg. 3. Bewijs %;’(: )= 2." Bereken ;i’(: )(-)h .

i

4. Do reststelling.

De reststelling luidt als volgt:
Indien men een veclterm £ (z) deelt door x -~ a, ontstaat cen rest,
die gelijk is aan f{a).
Voor het bewijs beschouwen we een willekeurige veelternm
2(x) =8, x +a X '+... 48, X +a, .
Dus
-t

_ A )
fla)=8a, a”" +a a" '+... +a_a+a,,

derhalve

£(x) - fa) =a, (x =2+ a, (x" - a7 M .ot a,, (x-2).

Blk der termen in het rechterlid is deelbaar door. x - a; immers
men heeft voor ieder natuurlijk getal p

i

2" - af = (x-a)(x"" i

Rias L
+ a X +o..ta” e

Het rechterlid is dus zelfs deelbaar door x - a; men vindt dan
f(x)- £(a) = (x~-a) V(x),

waarin V(x) een in vertind met het bovenstaande gemakkelijk te bepalen

veelterm in X voorstelt. De laatste betrekking geschreven in de gedaagnte
£(x)= (x-a) ¥{(x}+ £(a)

brengt juist tot uitdrukking, dat de rest bij deling van f(x) door
x-a gelijk is aan f(a). .
Opmerking. Op de bovenaangegeven wijze is een zodanigs VQGIthMNQZ)
geconstrueerd, dat £(z) - (x-a) \{(x) gelijk is aan cen constente.
Gevolg, Als voor een veelterm f(x) geldt f(a) = 0, is de rest, bij
deling door X - a, gelijk aan f(a) = 0, zodat de beschouwde veeltern
dzai deelbaar is door X - a.

Voorbeclden. De veelterm f{x)=x" - 3 x -~ 2 neemt voor x = 1 de waarde

"~ 4 aan, dus de rest bij deling door x -~ 1 is gelijk aan -4.

Opg.. 1. Bepaal ook het quotilnt bij de laatstbeschouwde doling ep do
bovenasngegeven wijze. ‘ )

Dezelfde veelterm is dcelbaar door x - 2, want £{:)= O,
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Opg. 2. Bepaal de rest bij deling van

J{; # ¢ i
x -4 x +5x7 ~6x" +2

door X -/
Opg. 3. Voor welke . - -wmarde van het natuurlijke getal n is
(x#1)" = x = 1 deelbaar door x + 17

Zij thans gevraagd de rest bij deling van £(x) door (x-a)(x-b),
waarin we a # b onderstellen.

Wij weten reeds dat er een veelterm g(x) bestaat, zodanig dat

(1) f(x)= (x-a) g(x)+ ¢

Zezelfde overweging leert ons, dat er een veelterm h(z) bestaat, zodanig
dat g{x) = (x~b) h{x)+ 4. '
Derhalve is
f(x)= (x-a) (x-b) h(x)+ d(x-a)+ c.

De gezochte rest is dus r = d(x~a)+ c¢. Deze bepalen we nu verder uit de
betrekkingen, die men door substitutie direct vindt

fla)= ¢ .
£(b)= db - da + c, dus d = £L§%5;ﬁal,
Hieruit volst r(x)= & g_;f 2l x +¢ - qa

- £(0)=f(a) . , bf(a)-af(b)
b=-a b-a

We hadden dit laatste resultaat iets vlugger gevonden door op te
merken dat blijkens (1) de rest van f(x) na deling door (x-a)(x-b) van
de gedaante m x + n is, dus

flx) = (x-a)(z-b) g(x) + mx + n .

Derhalve
fa)= am + n
£(b)=bm + n ,
- E(M)-f(a) . . _ bf(a)-af(b)
dug m = vy s n = Ty

De gevorden rest bleek te zijn die functie in x van de eerste graad,
die voor X = a een gegeven wiarde f(a) en voor x = b een gegeven waarde
f(b) aanneemt. Zij thans gevraagd een veelterm van de graad n-1 te be-
palen, die voor x = a, een warrde A,, voOor X = a_ een waarde A ,...
en ten slotte voor x = a, een waarde A, aameemt.

Dit vraagstuk is op twee verschillende wijzen opgelost, nl.
Newbton en Lagrarnge.
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Ferst behandelen wij twee metheden die voeren tot een formule,
die de interpolatieformule van Iagrargse wordt genoemd.
Zij de gezochte veelterm

Bed » i

£(x) = ¢ X + ¢ X + eeeet Qo
Dan heeft men

Ay=cal’ +ca”™" + .+,

A, = c,a;" + c,a:m: + eveet C, -

A, =cea’ +call +..+c

Met behulp van determinanten volgt uit n+l betrekkingen door eli-
minatie van de getallen 1, c,, C oyeesy C

Ty

, die niet allen nul zijn,

Cf(x) xt X" L. 1

; n-t 2 i

;A‘ 8.. 8..,” e 1

l

iA a’ a, vee 1

g - * ® - ® » L] * g = O
A gt 1 |

‘ n am 21,, LK ) i

i

Ontwikkeling naar de eerste kolom levert

: b Lot Coa! .
3 a‘ 0031§ ;X n‘olf . a, iﬁtl
$ ¢ i . s
: ! = i nei i o7
® » [ 3 f(X) ia'z bool% A, +¥ x” ...1 AL+.-
u‘)‘ i
a. "'1§ [ . » » e ! i 7\-[ §
e, i ! ! H i
‘ : ol i g a} 6:;01&
ga',‘ unbli '{‘ ;
H « e o « @ 1
S e i
; B.,ﬁ Q‘ll(
3
| a,‘ 00;1%
: 4« 3 e e .l
+ .
i ] A
a0l n
1 |
f z

derhalve wegens de stelling van van der Monde ter berekening der de-
terminanten in de laaiste betrekking
..t, D= fA--u..zL____“’_‘,; g }A n [ X)X, /K'-*Q ) 1{ +

LI O Ay -f@sj .o
P L AR
Jde gevonden formule is ook op andere wijze te vinden. Laten we di¥

demonstreren aan het geval, waarin gevraagd wordt een vee}term f(x)
van de derde graad te bepalen, waarvoor geldt {(0?‘—' A ft=

fo=C  jfw=¢

Het blijkt dat men de veelterm van de volgende gedaante kan onder
tens
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[od = v it T e X e X e x4

»

+ {0 (x - ..;.’{':« S
Substitutie van x = a levert
[3 > {.(.i} RN RTINS TR F -y
i
wanrulit volgt A
v E V;TWETTZ"'fTTiT“T?T
en ap analoge manier vindt men .- oen - .
Ope.-33. .Bepaal’ de quadratlacnu)vyeltcrm, dic in deapuntcn =3y cdn

3.respicde wasrden 6y, 4 ¢n 0 aanncoemt. "t

-

Opg.4. Bepaal de veelterm van de derde graad, die voor x=1,2,3,4 resp.
gelijk is aan 1, 2, 4, 8, Antwoord fxs—*x2+ Ko

De gezochte veelterm van de derde graad, dle voor x=a,b,c,d fesp.de
waarden A,B,C,D aanneemt, kan ook op andere wijze worden geverden, een
methode, die van Newion afkomstig is. W proberen de gezochte veelterm
in dec gedaante te vinden
(2) f£(x) = < + i (x-2)+ 3 (x-a)(x-b)+ * (x=2) (x=b)(x~c) ;
we bepalen ccrst de cnbekende cefffici¥nt ~ door de substitutie x=a.
Mo vindt x =f(a) = A, Is x eenmal bepaald, dan vindt mn 7 desr
d» substitutie x=b, die ons leert

A+ (b=a) = £(b) = B,

dus S = %}% s €nz, Deze methode heeft het voordeel, dat de gevonden
cubische vcelterm gebruikt kan worden in alle gevallen, waarin een veel-
term wordt gcvraagd, die voor x = a,b,c,d,e,... resp. de waarde
A,B,C,D,E,... aanneemt.

Het "beginstuk" van zo'n veclterm is juist het zoéven bepaalde
gedeclte (2).
Opmerking: De beide methoden om dc gezochte veelterm te vinden zijn
reeds toegepast bij het zoeken naar de rest bij deling van f(x) door
(x-a)(a-b). .
Opg. 5. Benpaal de veeltern:x van de derde graad, die in de punten x = 1,2,%
gelijk is aan nul.
Ong. 6. Hee vindt men volgens de methode van Wewton de meest algemene
veelterm van de vierde graad, die voor x = 1,2,3 gelijk is asn nul?

Hoe de mecst algemene veelterm van de vijfde gread?

- 8. Nulpunten van veceltermen.
Ecn getal a heet con nulpunt van cen veelterm £(z) als geldt
f!\'}:: 0.
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Neemt man ann, dat elke veelterm f(z) ten minste &8n nulpunt heeft,
) ,dan levert de reststelling ons een belangrijk resultaat. Noem dit
nulpunt z, . Dan is f{z) volgens de reststelling deeltmar door z - z,,

dus er bestaat een vealterm g(z), zodanig dat

£(z)= (z - z,) g{z) .

Tc graad van g(z) is &én lager dan die van £(z). Is de grmad van £(z)
greter dan 1, dan is van g(z) de graad 21, zodat er, alweer volgens
bovengenoemde stelling, een getal z, besta at mat g(z,)—- 0, dus wegens
de reststelling bestaat er ecen veelterm h(z) met g(z)" (z—-—z ) h{z), der-
halve

f(z)= (z-2;1 )(z—czz) h(z) .

Zo voortraande vindt men

(1) f(z)= (z- z,;)(zw-z.2 Yeao (zwz%_)k,

waarin n de graad van f(z) aangeeft en k ecn constante voorstelt.
Is £(z) van de gedaante

Eh] B ST 4
f(z)=a, 2z +a_ z + o +a,
2 4 .

dan vindt men,door in de beide leden der betrekking (1) de coefficiént
van z " te vergelijken het resultaat k = a,, zodat we uiteindelijk vinden

f(z)= ao(z-z,,)(z-z_z)... (z-z,) .

Indien men het rechterlid van de laatstgevonden betrekking uitwerkt ,

Gy 1

lersrt vergelijking der coefficienten van z links en rechts

a, =--ao(z1 + 7, o+ e +z~4m) .

Zo voortgaande kunnen we elk der coefficienten By B geeey B uitdruk~
ken in a, en de getalien ZygeeeyZ, o Hierop komen we later terug.

. - 3
Opg. 2. Bewijs: a_=a (=) =z, Z,ennZ,
Opg. 3. Beschouw de vergelijking x7 - 33 x~ + 20 x + 12 = 0,

Toon aan dat iedere gehele wortel dezer vergelijking een deler is van het
getal 12 en bepaal daarna alle gehele wortcls van deze vergelijking.
21ij gegeven een vergelijking

h L i . -
f(Z)"‘ an z + a‘; z + w6 ® b \atﬂ oo (‘) »

- e o s -~

Y)Van deze stelling, de hcofdstelling der algebra gencemd, bestaan ver-
schillende bewijgen. Een zeer eenveudig bewlls wordt later gegeven in
het College Functietheorie I.



Dau vindt men een vergelijking wasruan alle wortels k groter zijn dan de
resp. wortels‘der gegeven vergelijking door z in de gegeven vergelijking
te vervangen door z - K.

Dan ontstaat 4o vergelijking

m -4
f(z-k)= ab(z~k) + av(z~k)7] + ... a = 0 .

Bewijs: Zij z,; een wortel van de eorspronkelijke vergelijking. Dan heeft
men dus de betrekking f(z,)= O. Dus f(qf+ k - kX)= 0 en dit houdt in dat
het getal z, + k een wortel is van de nieuwe vergelijking f(z-k)= O,

Opg. 4. De wortels der vergelijking £( é% }= 0 zijn a keer zo groot als
die van de vergelijking f(z)= O.

Opz. 5. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de reciproken zijn van
die van de vergelijking f£(z)= 0.

ng. 6. Bewijs dat voor de vergelijking

- -]

ral
a, z +a, z + o +a__,z2+a,=0,

wearin aﬂ’% 0, geldt

i }
;‘+uco+;_-="' -

4 “n -

Opg. 7. Bepaal de verg,, waarvan de wortels gelijk zijn aan de derde-

machtswortels van die van de vergelijking

zz' -T2 -8=0,

Opg. 8. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de derdemachten zijn
van die van de vergelijking z° -7 2z - 8 =0 .

Opg. 9. Zijn de wortels van de vergelijking z‘%+-3 z-+5z+7=0
gelijk aan Zyy Za1%3s bepaal dan een vergelijking met wortels

4 z,+ 3, 4 zz+-3,4 z .+ 3.

Definitie. Een getal a is een tweevoudig of dubbel nulpunt van de veel-
term £(z), als er ecn veelterm g(z) bestaat, zodanig dat

' 2
f(z)= (z-a) " g(z),
maar geen veelterm h(z), zodanig dat
£(z)= (z-2)" n(z) .

In liet algemeen heet een getal a een k-voudig nulpunt van de veelterm

£{z), als er een veclterm g(z) bestaat zodaniz dat
k
f(z)= (z-a) g(z)
maar geen veelterm h(z), zodanig dat

£(z)= (z-a)*"* n(z) .
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Opg._ 10, Bewijs dat een veelterm van de n® graad geen (n*l)—voudig
nulpunt kan bezitten. Schrijf een vergelijking van de n® graad op, dle
een n~voudig mulpunt bezit.

Om uit te maken ef cen vergelijking mecrvoudige wortels besit,

hebben wij een proces nodig dat men differentibren noemt. Wij behande-
len dit proces onafhankelijk van de analyse.

Def. Als £(z)= 2”7, dan noemt men de afgeleide functie van f de varm
f'(z)=n.z" .

izerin stelt n een willekeurig natuurliik getal voor. Verder definicren

w.t De afgeleide van het getal 1 is nul, zodat de bovenbeschouwde for-

mule ook voor n = 1 geldt.

Def. De afgeleide functie van af(z) is gelijk aan af'(z). Hierin stelt

2 ecn willekeurige constantc voor.

Opg. 11. De afgeleide van de functie f(z)= a is gelijk aan mul,

Def. De afgeleide van de functie f(z) + glz) is gelijk aan £'(z)+ g'(z).

Opmerking. De laatste definities kunnen beide worden toegepast om de af-

geleidc van pf(z), waarin p een natuurlijk getal voorstelt, te bepalen .

Opg.12. Toon aan dat zij hetzelfde resultaat oplecveren.

Op grond van deze definities heeft men:

3 -1

ry
Is f(z)=a, z + a, 2 + oo ta, 2 ta,

dan is de afgeleide functie £1(z) gelijk aan

- Mo

f'(z)=na_z + Cn~x)za1 2 4 .. +a_ .

Opg. 13%3. Bepaal de afgeleide van de functie
£(z)= (z=1)°
Siglling. De afgeleide van een product f(z) g(z) is gelijk aan
£'(z) g(z) + £(z) g8'(2)

Hierin stellen £(z) en g(z) veeltermen voor.

Om deze ecigenschap te bewijzen merken we op, dat als glz)=n(z)+k(=},
het voldoende is de formule vgor de producten £(z) h(z) en £(z) k(=)
te bewlijzen, want als dit geschiedt is heeft men

(£(2) g(2)r = (£{z) (h(z)+ k{=)})"
= (£(z) h(z)+ £(z) k(=) = (£(2) niz)i" + (£(z) k(z)Y
= *(z) h'(z) + £'(z) hiz) + £(z) k' (z) + £ (2) k(=)
= £(z) (W (z)+ k' (2)) + £'(z) (aizi+ k{z})

z Y

= f(z) (h(z) + k(z))' + f'(Z) (wim, + %z}
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Evenzo is het:bij £(z) = p(z) + q(z) voldoende de formule voor
elk der producten p(z) g{z) en q(z) %(z) te bewijzen.

Beschouw nu de veeltermen f(z)= a, z  + a, zh'%_... + a,,
en - glz)= b, z + b, PRIE S Do
Wij kunnen voor het bewijs van onze stelling volstaan met het bewi]js
ervan voor een product van de gedaante a z". bz s Waarin r en s miet
negatieve gehele getallen zijn. '
Opg., 14. Teon aan dat het voldoende is de eigenschap voor het product
z 2" to bewijzen.

Wij hebbun ni nog slechts het bewijs ven onze eigenschap voor het

product z = z - te leveren. Men heeft (s~ z7)° = (z 5"y = (r+s)zr+s- =

v - 3 . A -

=rz ,2+Sz" 2 = (g™)' 27 + (z3)" z ",
waarmee de bescheuwde eigenschap bewezen is.
Py VY -
Stelling, De afgeleide van de functie (z-2)" is gelijk asn n(z-a)
Bewijs door volledige inductie. Veor n = 1 (of nul; ga dit nal) is
de eigenschap rceds bekend.

Zij de eigenschap voor n-1 in plaats van n reeds bewezen. Dan heef?:
men ' '

-

((z-2)")" =((z=a)”" "' (z-2))'= ((z-a)

Yt (z=-a)+(z=a)" " (z-a)!
> = (n»l)(z—a)m_z(z-a)+ (z—aJ‘h_‘-l = nlz-a) " .

K
Stelling. Is f(z)= (z-a) g(z), dan bestaat er een veelterm h(z) zodanig
dat £'(z)= (z-a)k%’ h(z).
Bewijs: Men heeft

£ () = ((mma) ¥ g(2))t = ()T 8(2) + (2-a) &' (2)

v = x(a) T gla) + (e-a) g (2),

dus

(2) £'(z)= (z—a)#ﬁ % k g(z) + (z-2) u'(?ﬂ)g .

Stelling. Is a een k-voudig nulpunt van £(z), dan is a een (k-1l)-voudig
rlpunt van £'(z).

Bewijsr Dat £'(z) in dit geval deelbaar is door ’z~a) ! ,is in de voor-
geerde stelling bewezen. Ons rest dus nog son e tonen, dat f' (z) niet
dcelbasr is door (z~a) .

Nu heeft men £(z) = (z-2) g(z), maxr =3 hesioat geen veelterm
h(z) met £(z) = (z~a)k+’ g{z), dus er is geer veelterm h(z) met
g(z) = {z-a) h(z), dus g(z) is niet declbanr door z ~ a. In formule -

(2) is dus de laatste factor in het reﬁq ¢113d aict deelbaar door z-a,
dus £'(z) is niet deelbaar door (z~a) wasrmeds e verlangde eigenschap
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bewezen is.

Is a een k-voudig nulpunt van £(z), dan is a een (k-1)-voudig
milpunt van f£'(z), dus, als we deze eigenschap nog eens toepassen cn.
wel op £'(z) in plaats van f(z) : h-t getal a is een (k-2)=voudig nul=
punt van £"(z). Zo voortgaande vindt men uiteindelijk dat a cen enkel-
voudig nulpunt is van £ w’>(z), maar geen nulpunt is van f( )(2).

Opg. 15. 2ij a een k-voudig nulpunt van f(z). Kan a dan een nulpunt zijn
van £ K+1) (2)% Geef een voorbecld van het gevonden resultaat.
Opg. 16. Toon aan, dat als de vergelijking

2
z +pz+q=0
ecen dubbele wortel bezit, de relatie-#fﬁ—-q_= 0 geldt.

O 17. Bepaal de méervoudige wortels van de vergelijking

2% - z3 - 55% 4+ 12 =o.

Wenst men bij een vergelijking f(z)= 0 alle meervoudige wortels a
te vinden, dan zoeke men dus wortels zowel van f(z) = 0 als van
f'(z)= 0, zodat beide veeltermen f(z) en f'(z) deelbaar zijn door z-a.
Men kan het getal a dan vinden door de G.G.D. g(z) te bepalen van de
veeltermen f(z) en £'(z), welke veé¢iterm g(z) dan eveneens door z-a
deelbaar is. Iedere wortel van g(z)= 0 is voorts een meervoudige wortel
van f(z). .
Opg. 18. De vergelijking 24 - 4 z + a = 0 heeft een reele meervoudige
wortel. Bepanl deze en los de vergelijking daarna_op.
Opg. 19. Bepaal de dubbele wortels van (z+l) -z = 1 =0 en los de
vergelijking daarna op. _

Een getal heet algebraisch, nls het een nulpunt is van een veel-
term met rntionale (dus ook van een veelterm met gsgge) coefficienten.
Opg. 20. De getallen i, ﬁ?E +1i, \10 - 2 V5, V7 zijn algebraische

Opmerking. Met behulp van niet-algebraische hulpmiddelen is in 1882
door Lindemann bewezen dat de getallen e en T niet algebraisch zijn.

%Eﬁ De binomiaalvergselijking.
Een binomiaalvergelijking is een vergelijking van de gednante
N N
az + bz = 0.
Hierin stellen a en b gegeven complexe getellen voor; n en m zijn
natuurlijke getallen.
Wij mogen veronderstellen a # O, b # 0 en verder kunnen we, zounder

de algemeenheid te schaden, aannemen n> m.
De vergelijking neemt dan de gedaante =an

”m e
a z (zy) my 4
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]

- -m
Behalve m wortels z = O vinden we nog wortels ,die voldoen aan z o+ %—-‘ o5
A(cosn+ i sin X ). Dan is

1l

Steln-mzp;-—é

23
z =- A(ces &t + i sin & ),

wanrvan de wortels zijn

| P LN +2KTT
g - = \'IA (COS .E(_-igi;l{_}_. + i s8in ﬁ-—%———-)
, P (k = 0’1,000 ’p“l).

Toer.ssing, Gevraagd wordt de wortels te vinden van

{o] .
Z =14+ 1.

— .
Men heeft 1 + 1 = | 2 (cos%-f— i sin -‘}), dus

c‘O,___‘ . .
2= V2 (cos 5-%15 T+ i sin 5“2“3}‘ T) (k =0,1,000,9)

Opg, 1. Bereken de wortels uit i, d.w.z. los op de vergelijking z " = i.
Opz. 2. Als de vergelijking %" = a een dubbele wortcl heeft, hecft zi]
zelfs een n~voudige wortel.

Speciale aandacht verdient de vergelijking

aset de n wortels

L

kT

2 . .
';:L= cos = 4+ 1 sin

(k = 0,1,..‘,1’1—1) ‘

beze getnllen 2 f liggen allen op de eenheidscirkel en vormen de hoek-
Punten van een regelmatige n-hoek. A
D¢ niet-recle wortels dezer vergelijking zijn paarsgewijze toege-
voegd complex.
Men heeft dus z g= Eh_g (k = 1;0..,n=1),

Opz: 3. Bewijs dit. _
Het oplassen der vergelijking '23 = 1 lsvart ons dus dc hoekpun’éen
van een gelijweiidige driehoek.
Men vimdt wit (z=1){z°+ z + 1)= O dirsct dc vortels

~
z,=l 2, . =-bx3iV 3.
Hieruit vindt men dus de bekende formules uit dec goniometrie terug
cos 2T = - 4 sin T =3\ 3.
SN ~J) H
Gewoonlijk goeft men het getal Zo == 2+ 314 \/?aan dror de

letter f‘ e
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2' - § @ =
m2~‘33y2,_*za,"’ Vs 2, Z, 0.,

0pg.4. Bewijs: 2, = =z,

De 3 derdemachtswortels uit een getal a zijn van de gedaante o
xp enxp , waarbij X een der wortels van 2% = a voorstelt.
Opg. -5, Bewijs dit.

Ook de formules voor regelmatige vijf- en tienhoek zijn te vinden
met boven behandelde mmethodean 4

We i-ossen daartoe bp de vergelijking z5~=~' 1, dus afgezien van de
wortel z = 1 hebben we de wortels te zoeken van de vergelijking
z? + 2%+ 2%+ 2+ 1 =0 welke we door een kunstgreep kunnen bepalen,
Vser nl. de hulpgx'co-t-heid u=3z+ w‘z—in, dan gaat onze vergelijking over

i ‘ 2
10 u” +u-=-4= 0.

Nudat hieruit u bepaald is vindt men uit u = z + :;-de gezochte vier
andere wortels van z° - 1 = O,

Opg. 6. Veer dit uit. _

Opmerking: Het is deor de wiskundige Gauss aangetoond! dat op deze wnjze
de wortels van z'7 - 1= 0 gevonden kunnen worden en dat de zijde der

rege lmatige 17-hoek kan worden geconstrueerd met passer en lineaal.
Gauss toonde aan dat slechts construeerbaar zijn de gijden der regel-
natige n-~hoek, waarbij

n = 3, 5" 17; 257, e

of een product van een willekeurige macht van het getal 2 en de eerste
macht van een willekeurig aantal der getallen 3, 5, 17, 25T ,ees o

De laatste rij getallen is de rij &er priemgetallen van de gedaan-
te 2@ 4+ 1. Een zodanig getal p kan slechts priem zijn als m zelf een
macht van 2 is, dus zo'n getal p moet zeker van de gedaante p = 2% %1
zijn (k = 0,1,2,...). Niet alle getallen van deze gedaante zijn echter
priem wamt veor k = 5 vindt men het getal 23z+ 1, dat, zoazis Buler in
175% heeft opgemerkt, deelbaar is door 641 .. Het getal .2 + / is
dcelbaar deor 274177 (in 1880 deor Landry bewezen). ¥oor k' = 7,'“8,":9,}‘
11, 12, 15, 18,723, 36, 38 en 73 heeft’ menicok kunnen bewijzen dat £2° +1
niet priem is, Het getal 2,'64-1 = 65537 is wek priem; de regelmatige |
65537~-hoek is dus volgens Gauss te construeren met passen en lineaal.
De getallen 2° +1 (kx = 0,1,2,...) heten de getallen van Fermat.
Opg. 7. Men vermindert de wortels der vergelijking 5z - 1= 0 gllen met
4, dus beschouwt de wortels van de vergelijking (w+ 1 )m- 1= 0.

Bewijs dat het product der keorden, die in een rregelmatige n-hoek
beschreven in de eenheidscirkel, één hoekpunt verbinden met elk der
andere hoekpunten, gelijk is aan n.

o8 i3 21 4, LR A
Opg. B.Bewijs cos 7 + ces 7 4+ COs 7 = 3
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Ten slotte geven we nog even in het kort aan hoe Gauss de verge-
lijking z'7 -4 = 0 oploste. '
Men heeft (.27-4)= (z-A)(z'® + 2'T + ... + 2 + 1),

zodat we slechts de vergelijking

z’é+zts'+... +z+1=0

behoeven te beschouwen. De wortels hiervan zijn
~ 27k L s 2K -
z) = cos =5 + 1 sin 537 (k = 1,2,...,16)
Men heeft z_+ 2z + ..... 2,4 = - 1.
1 2 ' ’

We stellen nu Z, + Z T W . (kx = 1,...,16)

= 7 k ) 3 3 - -
Dus WA 2 cos«:{r‘_;; « Hieruit volgt WIf w‘?’ K en Wkwm Wk“m-l- i -
Dus -1 LR IR + Wy = - 1.

Verder stellen we in navolging van Gauss

Su4—vn7 W, kW, oW,
)
(uz—'wi +WS’5'W6 +W~IL '
Dan is w, +u,=-lenuu, =4 (v; +...+ wg) = —4.

Hieruit zijn u, en u, te bepalen {(alleen met behulp van vierkants~
wortels!). Men overtuige er zich van dat uw,> 0> u_.

Stel nuv/,=w4 + W4; v, = wa-i-wg; v3=w3 + We; v$:W6+W?'
Dan is

v, + vV, =u, Vy + VY, =,

vV, = -1 en ,v3~v4 L= =]

v 0>V, vL> 0>v, .

Hieruit zijn v, 5V, sV, en v, wederom alleen met vierkantswdrtels, te
~
bepalen.

Uiteindelijk heeft men W, W, =V,
W, W, =V,
Wy > Wy
waaruit, ai;weer alleen met vierkantswortels, Wy en W, te bepalen z=ijn..
Tenslotte is &, = 2Rsin \33% = 2Reos(T - I7) = 2Rees = wR.

: S’?. De cubische en bikwadratische vergelijking.
Beschouw een willekeurige cubische vergelijking
z¥ + az bz + ¢ = O.

Om hiervan de wortels te bepalen gaan we de drie wortele met eem 20—
danig getal vermeerderen, dat de drie zo ontstane getallen wortels zijn
van een cubische vergelijking, waarvan de quadratische term ontbreekt.
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De substitutie z = w-k levert

(w-—k)3 + a(w—k)2'+ b(w=k) + ¢ = O,

3
dus w >+ (a - 3K)w + (3k *- 2ak + b)w - K+ ak - bk + ¢ = O. ‘
Wij kiezen derhalve k =\§:en vinden dat w voldoet aan een vergelijking

van de gedaante

(1) w3+pw+q=0,

welke vergelijking wij thans gaan oplossen volgens een door Cardano
gegeven methode.

Stel w = u + v, waardoor de vergelijking de gedaante

w o v o+ (p+3uv)(u+v) + q = O

aanneemt. Wij kunnen aan de getallen u en v, waarvan slechts de som
w vastligt, nog €én voorwaarde opleggen en eisen
3 uv + p = 0, Dan geldt dus

,
“ud 4+ vi=og

s

'\. "y

e 2
v

De getallen u en v zijn hieruit te bepalen. Men vindt b.v.

u3=-~+ \/ﬁ—+T v3=~§—\f€/__;+it
Hieruit wvolgt 3— _ s
u = é,\/— £ 4 \/ _1.'", waarin &= 1, F 'ff:' is.
e v =& iv; - br75 + waarin .=/ P of >
2V Zz 27 'Z;‘ ’ 2 ," “ N

Het is niet zo dat hieruit 9 mogelijkheden voor u en v volgen, want
de getallen § en Ez'moéten z0 gekozen zijn dat 3uv = -p, zodat bij een
bepaalde keuze van het getal §, slechts één waarde van &, behoort. RBij
¢lk der drie keuzen van ¢&, vindt men een bijbehorende waarde van Py
zodat men drie correspormderende stellen (u,v) vindt en dus ook drie
waarden voor de wertel w = u + v der be¢schouwde vergelijking.

Opg.l. Bepaal de wortels van de vergelijking .

R
23+ z\6 +1i=o0,

In het vervolg onderstellen we dat p en q regel zijn en onderscheidan
verder drie gevallen.

le geval.‘Onderstel é% 2'7> 0.
Dan zijn de getallen

S NN s v 379 7~ g% h3
m ~\/'—4- / P3 jf-en n= V %‘ \jé% + %f regel en wegens uv = - é}W

dus uv is reeel, heeft men
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u =m ',V =n o u =‘:~-m, v =(azn -ef u:===f>am y Vv '-“-F'n,
dus '
2 2
w7=m+n;wa=(5m+9n; w\?):pm-f—en. |
hicrin is W, refel maar W, en W niet re€el, want hun som is weliswaar |

reeel (n,1l. -m-n, waarom?) maar hun verschil is
(Eﬁ~f3(m~n)

2‘ + 1-~1\,

2{>+l) (m-n) en dit getal is zuiver imaginair wegens

\‘H
o

en m:}fn, zodat L en w, toegevoegde complex: gzijn.

Opg. 2. Waarom is m=n?

3 (‘ . re
Als 7—%-% T > 0 heeft de beschouwde cubische vergelijking (1) dus één
reéle en twee toegevoegde complexe wortels.,

PR

2e geval, Onderstel ﬁ + ;—= 0.

De getallen men n Z:L,)n dan reeel en goligk. Men heeft
w,7=m+n== 2m; w -f)m+ (—'n'=-m; W, =(::m+(:.n=-m,
zodat de vergell;;k:mg twee samenvallende wortels bezit.

Opg. 3. Bewijs dit resultaat ook door naast vergelijking (1) de
"afgeleide" vergelijking te beschouwen.

> g2
52 geval. :%— + ...<O !"""T"'"é’z’" r""';-gr“"““c]z
in dit geval zijn de getallen -5 +\, -7; + 7 en - \ 7 +

Toagevoegd complex, dus men n ook Daar het product mn dan resgel is en
uv = - @ ook reéel is, kieze men

)
2

W, = mng W, =(3m+t0n‘ w, = (-=lm+en. )

De wortel w, is dus regel. Bchter zijn (& en&\'} toegevoegd complex; m én
i» ook dus €m en flan ook, dus w, 1s eveneemns reee]; Dan is ook W reeel.
Ilet karakter der wortels van de vergelijking e+ p=+4+ q =0 hang't dus
af van de vorm D = f— 2:, die de discriminant van deze verge113k1ng
wordt genoemd. <7 “

Men heeft dus

D >O één reéle en twee toegevoegd complexe wortels.
D =0 reéle wortels, waarvan er twee gelijk zijn.
D «0 drie verschillende redle wortels.

Opg. 4. Toon aan dat in het derde geval de drie wortels inderdaad ver—
schillend zijn.

Het derde geval beschouwen we nog iets nader. Men kan proberen sm

\/- <+ \’ E7 + ‘1 te v1nden in de gedaante s + it door de be‘trekklrwg

‘s + 11:)3 =~ 2 L+ \/’ i te beschouwen.



3 2 3 A
Men heeft dan s~ = 3st = = ~. . — 73
st 40 = B L
A
Quadrateren en optellen levert 5
5 3
(Sz + t¢) = e [
4 27
. : R
dus, daar sz +‘l:z reeel is, s + t° —*E' dust = - g-s s
hetgeen na  substitutie in de eerste be*trekklng voor s en t levert
s *+ ps + 333 = - 'g-r

aus
(28) % + p(2s) + q = 0,
zodat we om s te vinden weer bij de oorspronkelijke vergelijking te-
recht zijn gekomen. Dit is de reden waarom het derde geval wel het on-
herleidbare geval wordt genoemd. :

Een methode, die wel tot het gestelde doel.voert, is de volgende.

Stel \/ 14 1\// B _q

(cos(f}‘*‘ i s:Ln&]&)

'1;?
Dan heeft men .
a (008390"‘ i 31n3f) = - lia-l- 1\ % .-(; 5
dus ' '
aé=-— /oof (a is n.l. reéel) a = / -i’.
ez
ey & 3
N.B. Viegens 4: + ..7_<O is %<O dusV Z reédel.
“ gz
Voorts heeft men cos 3¢ = -2, sin 3¢p = \/*%'“ k2
’)qb

Hieruit bepale men 3CP s Waarna voor 99(11‘18 hoeken mogelijk zijn, die
allen z,g verschillen,

Zoter is het om in het onherleidbare geval direct de goniometrie te
ulp te roepen. 3 N '
Foschouw weer de vergelijking z + pz + g =0 met 24% + % < 0, dus p<O.
»t:l 2 = a cos ¢ (in dit geval is elke wortel z immers redel, zodat
deze substitutie geoorloofd is).

Hen heeft dan na substitutie wegens cos 3 (f = 4 cossrib) - 3 cos(p
2
r CcOoS 3({3 + 3adcos (10 + fpacos (P + 4q = 0.

Kics nu a zo dat 3a? + 4p = 0, hetgeen mogelijk is wegens p <0. Dan

vindt men &’ cos th. = -4q, dus cos 3 ¢ = ~ f*ﬁ.

Wegens [— + {l <Oenp= - -—ﬂfl “heeft men \“z—\d zgda't inderdaad een
hock 3({: 7bepaa1d kan worden zodan:m dat cos 3 ‘f - -&% . Is deze hoek
gevonden,afgezien van veclvouden van 2%, dan is chepaald op een veel—

2% na, zodat men drie verschillende waarden vindt voor z =

\J

voud van
2 cos ([ .



- 22f -

Opg. 4. De hier gevonden hoecken qﬁzijn dezelfde als die bij de voor-
- afgaande methode gevondene.
Opg. 5. Los op de vergelijking z° - 3z - 1 = O.

Tenslotte geven we in het kort een methode aan, om rechtstreeks
de vierdegraadsverge lijking

4 3 2
Zz 4+ az + bz +cz +d4d =20

op te lossen.
Wij trachten het linkerlid te brengen in de gedaante

2 2
(2° + Zy+ p) - lqz + 1)
- 2
waarna de ontbinding

(zz+f}-z+qz+p+r) (52+%z—qz+p-—1")
ons de vier gezochte wortels oplevert.

We behoeven dus nog slechts de getallen p, g en r te bepalen.
Men heeft door vergelijking der coéfficiénten

(2) / ap -~ 2qr =c¢

Uit de tweede betrekking lost men q op en vult dit in in de eerste,
waarna cr komt
ApH-Cy 2 z
op - (L% =p - &,
2% 4
cus 2
4r* (2p+ %-—b) = _(ap-—c)z)
waarna de laatste der betrekkingen (?) ons leert
(p*-d) (8p+a®-4b) = (ap-c)?
Uit deze cubische betrekking is p te bepalen, wanrna 22 betrek-
kingen (2) ons q en r opleveren.

,  Op een nadere bespreking der mogelijke gevallen goan wij hier niet
111, ~

Opg. 6. Los op de boven aangegeven wijze op de vergelijking
2%+ 425+ 4z~ 4z + 1 = 0,



§4 .. Symmedrische functies-

Bij de vierkantsvergelijking zz— a4z + a, = 0 met de wor'tels~z1 en
Zg zijn dgplementair-symmetrische functies a4 = Z4+2, €n a,= Z, 2 Wij
gaan nu beschouwen gehele rationale symmedrische functies van Z4 On Z,,
dwz+ geeltermen in zy en Z,, die niet veranderen, als z4 en Z, worden
verwisselds Bij voorbeeld~

2 2 _ .2

3

-

1

3 3 _ S
247+ 2 (z1+z2) 3 z1zz(z1+zz) = a4”~ 3 a3,
4 4 _ 4 2 2y __ 4 2 )
Zy+ 2y = (z1+22) - 2122(421 + 65132+ 42, )~a1 -a2(4a1 —6-8,:-3.)2
~ba
» In deze voorbeelden hebben we genemen homogene veeltermen izn Zy en2 ,
respe van de graad 2, 3 en 4+ In het eerste antwoord hebben we gevon-
den een veelterm in as en a,, waarvan elke term het gewicht 2 bezit;
daarbi] wordt =aan een constante het gewicht ¢, aan a, het gewicht 1 en
aan a, het gewicht 2 toegekend en onder het gewicht van een product
verstaan de som van de gewichten der factorens Een veelterm, waarvan
elke term eenzelfde gewicht bezit, heet isobaar ( isos. = gelijk;
baro8 = gewicht)+ Het eerste antwoord is dus een isobare veelterm met
gewicht 2- Het tweede antwoord is een isobare veelterm met gewicht 3
en het derde een isobare veclterm met gewicht 4+ Ander voorbeeld :
4.3 5.3 3, 4B (p bt 2, ;.2
Zy 43 24725 + 3 2427+ 25 = (248, ) + 3 z1ze(z1 + 2, )
_ . 4 2, L 54,2 2_ 5.
=8y -48,%,+ 28" + 3 32(81 2 az)
zodat dit antwoord wederom een isobare veclterm met gewicht 4 is-e
We gaan nu de volgende stelling bewijzen-
lLen homogene symmetrisbhe veelterm in z4 en z, van de n® graad is te
schrijven als een isobare veeltrm in a, en a, met gewicht me*
De bewering is evident voor m=1, want een homogene symnetrische -veel~
“term in Z, en z, van de 1% graad heeft de gedaante CZy+ CZ, = CBy* Wij
mogen dus m §:2 veronderstellen en aannemen, dat de bewering reeds be=
wezen is, wanneer m door een kleiner natuurlijk getal wordt vervangen-
We kunnen de beschouwde homogene symmetrische veelterm van de mS
graad schrijven in de gedaante c(z1m+ ZQm)+ 2152 P(z1,z2),
waarin P sen homogene svmmetrische veelterm van de graad m-2 is-+ Verder
kuhnen we Sehrijwven . T c— - - o
' . ﬂgmﬁ 22m = (z1+22)m* Z1Z2;Q(21,32),
wzarin Q eveneens een homogene symumetrische veelterm van de graad m-2
is* Aldus hebben we de oorspronkelijke symmetrische veelterm geschreven

in de gedaante olz, +2, ) + 2.2, R(24,2,),

waarin B cen hohogene symmetriache vee;»-“m van de graad m-2 voorstelt:
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(Als m=2, is R c¢en constante)+ Volgens onze inductie veronderstelling
is 2(z4,2,) gelijk aan cen isobare veelterm U(a1,az) met gewicht m-2°
Dus de¢ oorspronkelijke homogene symmetrische veelterm in 21 en 22~van
de m~ graad is gelijk aan c a1m* 8y U(a1,a2) :
en dit-antwoord is inderdaad een isobare veelterm met gewicht m*
Opgrle Bewijs dat z110+ 2210 4e schrijven is in de gedaante

10 8 6_2 4,3 2.4 2,
Cq8y +0pBy BptC38y 8y 408, Ay 4058 Tay +CaBHT"

waarin Cqi " " sCq absolute constanten voorsitellens
Opmerking* Deze constanten kunnen worden bepaald op de manier,z.als
in het bewijs is aangegeven*® De berekening kan echter viugger alsvolgt

g&schicden- 5
z15+225=(z1+52)(214+224-z1z2(z12+z )+z12 2 )]
= a1(a14- 5312a2+ 5a22)'
Dus
10 10 _ 5vy2_ 5, 5
, 2, T+ 2, = (z,I +Z, ) 2 zy
= a (a —Sa + Ba 2)2 -2 a, enz
- ™ 1. 1 8o 2 2

“Torden slechts enkels co&€fficienten gevraazd dan kan men soms vliugger
te werk gaane Wil men bv-: allcen de colfficient Cg bepalen, dan be~
schouwt men eern vierkantsvergelijking, waarbi] ay= 0 is, bve de vier-
rantsvergelijking 22a1= 0¢ Bij deze vergelijking (die de wortels % 1
bezit), is zq U+z, U= 2, terwijl het antwoord gelijk moet zijn aan
uc6;'dus Cg= -2
Opge2+ Yat is de gemakkelijkste manier om cy te bepalen?¥

In plaats van vierkantsvergelijkingen gaan we nu vergelijkingen van
willekcurige.. grnod n beschouwen: lk schrijf deze vergelijking in de
aedansnte n n-1 n—g

va n
Z - agn  + axs - + af =) a,= 0° .
Noum de wortels van deze vergelijking 2427 -,%_* De slementaire aymme-
trische functies zijn. hier '
8y = Zytaob tct 4 %, = '}’_‘21
A b R 2242,

* . . L L2 L ] * -6 - [ ] ®

L] L] LN Y * s e
8= Bq2p1 713 gt + Bpt By = Q2 B4Z5°C tE,

an = z1zzonozni
D¢ hier optredenie sommen bevatien resp’ (1} (n> *y (n_{z termen-
Wij stellen ons de vraag of bij een vergelijking van wille eurige

graad sen stelling geldt, analoog aan die, welke we bij vierkantsvex~
gelijkingen gevonden hebben® Daartoe is het nodig in te voeren het bs-
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g¥ip +wvan isobare vezelternm in de co8fficicnten Gqy 8oy "%, a,* De de-~-

finitie ligt voor de hand* Ik g-ef aan een constante het gewicht O, e

aan a, het gewicht 1, aan a5 het gewicht 2,°**, a, het gewicht n en
ik versta onder het gewicht van een product wederom de som der gewich-
ten der factoren* Dus bv: a17+ 5a15a2+a1a32 is een isobare veelterm
met gewioht 7° D¢ stelling, die we nu gaan bevijzen, luidt alvolgt:

sen homogene symmetriskhe veelterm in Z4s' "%y VDR de m° graad is
te schrijven als cen isobare veelterm in a1,"',aﬁ met gewicht w*

Anders uitgedrukt: Een symmetrishce veclterm in de wortels van een
algebraische vergelijking kan geheel rationaal worden ultgedrukt in de
coBificienten van die vergeliijking' In deze stelling wordt m =1 veron-
dersteld+ De bewering is evident voor n=1, want dan treedt slechts eén
wortel z4 Op, aie gelijk is aan ds cobificient ay, die in de lineaire
vergelijking voorkomt; de beschouwde homogenes veelterm in 24 hoeft de
gedaante ¢ z1m= ca1m en dit antwoord is isobaar met gewicht m* Ik mag
dus n :Z 2 veronderstellen (dat hierboven het bewijs voor n=2 r-cds ge-
leverd is, wordt nict cems gebruikt) en ik mag veronderstellen, dat het
bewijs reeds geleverd is, als n door n-1 wordt vervangen:®

De bewering is evencens evident als m gelijk is aan O° Immers, dan

is de bcschouwde hemogene symmetrisehe veclterm cen constante en sen

constante-is te beschouwen ﬂés een isobare veelternm in 845" "8y met
gewicht O+ Dij het bewijs mag ik dus m =1 veronderstellen* Verder
mag ik aannemen, dat het bewijs rceds geleverd is, als n onveranderd
blijft, moar m door een kleiner getal wordt vervangen®

Wij hebben hier te doen met cen voorbeeld van een bewijs met dubbele
inductie* Bij cen zodanig bewijs(trcuwens bij elk bewijs) is voorzich-
tigheid¢ geboden:* '

Voordal ik het algemens bewijs geef, wil ik eerst de strekking door
gen voorbeeld toelichten® Stel wij willen bewijzen,; dat bij de cubische

vergelijking 23-8,7%48,8 -a,= 0 met de wortels z,,z, on z. de uit-
5 5 1 2 3 122 3

drukking 24742, +235 te schrijven ig als een isobare veeltorm in 341
2, on as met gewicht 5°¢ Daarbij hebben wij aangenomen, dat de overcen-
komstige stelling rceds bewezen is voor vierkantsvergelijkingen, dwz*

dat bij de vierkantsvergelijking 22-A
' 1

de uitdrukking z15+ 225 te schrijven is als een isobare veeltern

Z+A2= C met de wortels z?euxzz

A15—5A13A2+ 5A1A22"Nu komt de kunstgreep: Wij gaan nl* beschouwen
V= 215+225+235~ (a15~5a13a2+531a22)'

De eigenaardigheid is, dat we in het gevonden antwoord de co&ifficienten

A1 en A2 genvoudig door a4 en a, gaan vervangen en het aldus:verkregen

antwoord aftrekken van de functie, die we willen onderzoeken: Wij wereb,

‘ dat a4 en an clementaire symmetrische functies zijn van z4, 2z, en Zys
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die in A, en A, overgazan, als Z3 door O wordt vervangen® Hieruit blijkt
dat v cen symmetrische functie is van Zqs%, €n Zy4 wordt z3 door O
_vervangen dan gaat v over in
z15+ 225— (A15~ 5 A13A2 +5 A1A22)‘
¢n we hebben ervoor gezorgd, dat dit juist nul is* De symmetrisﬁ@e
veelters v wordt dus C als Z3 door O vordt vervangen, waaruit blijkt, 7
dat elk zijnox termen door 23 dzolbaar is* Vanwegs de syumetrie is el-
k¢ form dan dcelbaar door Zy €N Zo, dus o0k ioor Z42Z5 3‘ We krijgen dus
V= z12223 w, wearin w sen homogene symmetrishce veelterm in Z412, €N
Zq voorstelt van dc tweede grasd* Die veelterm zouden we kunnen neer-
gchrijven, ( uitvoaren!) maar dat is voor ons bewijs niet nodig, omdat
we verondersteld hebben, dat de stelling reeds bewezen is voor n=3 en
voor alle homogene symmetriseche veeltermen van de graad X 5¢ Uit deze
inductieveronderstelling volgt, dat w te schrijven is als een isobare
veelterm in 8y 3o a3 met gewicht 2+ Derhalve is
z15+225+235= a15~Sa 3 +Sa1a22+a3w

geschreven als een igobare veelterm in 841 85 a3 met gewicht 5¢

Na deze toellchtlng aan dit speciale geval met n=3 en m=5 gaan we
over tot de volkemen analoge behardeling van het algemsne geval-®

Bij de vergelijking

2"~ a1z?71+ voeoe g ()8 a, =0

met de worta13'21, Tty Zy zij gegeven een homogene symmetriscne
veelternm f(z1,"'?zn_1,z )* Daarbii hebben we aangenomen, dat de te
) bewmijzen stelling rocds bewezen is voor vergelijkingen van de graad

n-1* Bij do vergelijking

F=1_ -2, ,,, _yn-1
Z AT T+ + (=) A

met de wortels Zgs "7 2,4 is f(z1,"',zn"1,0)'ofwel.identiek nul,
. 0ofwel wen homogene symmetrishce veelterm in Z4s vie Z,.4 Van de
graad m* Volg:ns onze inductisveronderstelling is deze uitdrukking,
als ze niet identiek nul is, te schrijven als cen isobare veelterm
g(Ay, " A _4) met gewicht m* Indien de uitdrukking wel nul is, ver-
st~an we ondsr g(ﬁ1,"°,Anﬁ1) cenvoudig het getal O
De kunstgreep bestaat mm.hierin, dat we beschouwex

= 0

v o=1E(zy,00052) -~ glags 00, a,_y4)°
Men lette er dus op, dat hicr wederom de co¥fficienten A door de over-
cenkomstige coBificienten a zijn vervangen* Ve weten, -dat 8y °cy
a,_4 clementaire symmetrische functies zljn van Zqs** a2y die over-
gaan in A?"' s A - als z, door O wordt vervangen* Hieruit blijkt,
dat v esn symmetrlschu functlw van Z4,° "2, is* Hierbij is a4 esn
veelterm in z4,°*", 2 van de 1% gread, a, €en vezlterm van de 2%
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graad, cnz* Omdat g(a1, Tedy 1) isobaar 18 metv gewicht m, gaat deze
functic over in cen homogens viclierm in Zqs°7 3%, VD de grazd .am®
Dus ook'v is een homogene symmetrische veclternm in z,,°°°,2, van de
crand m* ’

Tordt 2, deor O vervangen, dan ga=t v over in

f(.zolb'.',ﬁn,_qt 0) "‘ 5(311.”5-&1}_1)

en o hobben erveor gezorgd, dat dit juist nul ise De veelterm v wordt
dus ¢ nls 2z, door O wordt vervangen, waaruit blijkt, dat elk zijner
termen door 2, ‘declbaar is*® Vanwege de symmetrie is clke term dan’even-
gens door Zys * ,door Z .deelbaar, dus decibaar door Z4 2‘°'Zn
We krijgen dus
J

waarin w een homogene symmetrische veslterm in z4,°°*,2, voorstelt

n=1
vooe & ¢ @
V=Z4Zpt B W,

van de graad m~n; is m<mn, dan is w identisk nul°* Is m<n, dan vinden
we dus, ast v identiek nul is, dus f(z1,"',zn) = g(a1,"“,an#1);
waarbi] het rechterlid isobaar is met gewicht m* In dat geval is de
stelling Lewezeu® Voor m<n kemt dus a,. in hot antwoord niet voor:*

21} nu verder mszn' Omdat w con nomogene symmeirisgche veclterm in
Zys Ty, VOOrs stelt van een grand m-n, dic kleiner is danwm, volgt uit
ae inductievorondarstelling, dat v te schrijven is 2ls ssen iscbare

vesltora in ST ERRREL- metv ge2wicht w~r® Derhalve is

f(z ’.-.’Z“) = g(a1"o"a —’1) + anw. .
suachreven 2is ven isobare veelterm in Byy8os "ty Oy met gewicht m*
) Hiermede is het bewijs volledig geleverd®
Cn;,+3+ Ieschouw in de opgaven3A,5 en © de vergelijking

.wa1 A 1+a22n"2~- R a, = 0
Bewi js dat de som van de derds machten der wertels ge 1ijk i
a13» 3a132+ 3a3- waarlu gaat deze betrekking over bij een ve
vaaq dg 28 graad of le egen lineaire vergeligklug?

-

Onge4+ Bevijs

aan
rgelijking

0]

:;21 By = 8,8, - 383
Uit hoevezl termen bestaat het linkerlid? Wat wordt deze betrekking bij
vergelijkingon van de merste of tweade graad?
ey 3 ‘<~ 1 - an... o
Opg:5°+ Bewijs 2. 7% _....._iu e It bnaveel texmew begtaat
R - 2%3 n '
het linkerlid?

. . Z 8,8
opge6r Bewijs oy 2. Miem1 o
ZQ an

GpeeT+ Bewjis dat bij de vierkantsvergelijking z2~a1z+a2= 0

'z m, waarin m eern natuurlijk getal is, te schrijven is in de gedaante
1 = P24+ Q waarin P en Q isobare veeltermen in a; en a, vOOr-
gtellen: Bepaal verder de gewichten van Pm en Q. en geef de teruglopen-

de betrekkingen aan, waarmee P én Qm kunnen worden berskend- V
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VWenst men in de practijk de symmeti*ische functies uit te drukken in de e~
lementair-symmetrische, %an gaat men veelal alsvolgt te werk.
. . _ n ‘ Y= - . .
Uit f£(z) = b,z +byz T+ w0+ b = bﬁ(z'»zl)(z.-zz) ves (z-z )
volgt

) = b n2, _£(z) , £(z) _{_)_
n n n~-1 N
Men heeft  £(z) _ £(z)~f(z7) _ 2e(? %1 ) N byle” "2y ) ,. Pn- 1(2"21)
Z-54 Z=%y Z-2q Z~% et Z=Zq
n-1 n-1
({;)4 = bo(z +..‘+Zl }+ o o o ¥ bn""l’

—-(--l sz +(bs+bs)z ot - (b, 3,+b 8.4b,8 )z T+ ...
m——; 071 "1 e "2 7171 270

}De hlerblj optredende uitdrukkingen Sy = zlk-&» cen znk
‘worden sommen van Newten genoemd. Men heeft 8= I

Vergelijkt men in (1) de termen met gelijke machten van %, dan vindt

/ nb =b s b,S1+by = oNY
(n=- l)b -b s +bl o . bgSs + bl 1+2b2~ ¢ &(2)
\ (n—2)b2-b 32+b151+b28 dus  bgsg+ bys, + bzsl+3b3= 0 i

( | UL A )

Hieruit kunnen de sommen 81’32"“ ’Sk 1 worden berekend. Verder volgdn

uit f(z) = b 0 +b1 l+ ...+bn na vermenigvuldiging met 1, z,zz,...

en na substltutle van z door ZqseecrZy, S0 epbellen de relaties
b‘snfblsn__ld- ...+nb =0

b Sn+1+bls + . . .+b Sl =0

b03n+2 +blsn+1

zodat ook voor k=n uit {2) de grootheden Sy gevonden kunnen worden,

als men daarin br 0 stelt voor r> n.

Opg.7A. Iaat zien hoe men aok de grootheden s, vosr k<O uit (2) kan af%
leiden.

+ s.. +Db 32 = 0, enz.

Om mu bv. de som Zzl-zgé +te berekeven, gebruiken we de relatie

Z zl‘?z2 = =8, + 8985 waarines de gezochte som ir reeds bekende groot-
heden is uitgedrukt.

Wenst men de sanz12222 3 te ’oereken%n, dan kan men bv. gebruik maf
ken van de gevonden uitdrukking voor <.z Zo. Verme m.gvnldlg't men deze
met s, dan ontstaat een resultaat, waarin e,a. de gezochte term optreedt.
Opz.7B. Voor die berekening uit. 10 5
Opg.7C. Bereken bij de vergelijking 2~ +4az +bz+c = O de som

S%zl 22 3+ eveneens de somZzl7z2353.
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Waj Voeren naast de enkelvoudige sommen Ei X axéb 3 vew xm nog som-
“men in, die W13 complete sommen noemen en aanduiden met

Z*x x k
2 3 LN '% L]
De bedoeling hierbij is, 4at als onder de exponenten 8,b,c,... eén of

meer gelijke optreden, bv. a= b, nsast de term x1ax23 zb...th in de

complete som ook de term x1ax2ax b...xm optreedt, hetgeen in.de enkel-
voudige som niet het geval is. In het algemeen: treden onder de expo-
nenten a,b,c,... j1 gelijke op, verder is gelijke hiervan verschillende
exponenten, 32 gelijke exponenten verschillend van de 31 genoemde en de
32 gencemde, ...,3an heeft men veoor de enkelvoudige som > en de com-

plete ermee corresponderende som O
L. :
Z = Jy ! 32! cus Z

Men heeft dan de vclgende formule voor ccmplete sommen

h*ab h a b o t'i‘*awhbc %
ZX1Z xm Z Xy %5 3 4.‘.xm+ x5y KXy

+ e +Z X 3 ..;)imt-’—h.

Vb, 2ij gevraagd de som > Xy x2 3 te berekenen.
Wij gaan uit van de relatles

%
Z x1 x2x3 = . x1 ZX1X2-22X4
4 £
xa-Zx,‘zf_x,j-Zx,, ._SS4 59 dus

X ‘
b2 x13x2x3- = 2@283-2S1S4+285= 2a283+2a 4+2S5=~2a3s 29.431—109,5f .

) dus .
Zx 3%,x, = -a (a °-2a )+a,a,-5a.=-8a 25 +a,a,+2a.8 -5a
1 %273 T T3V 2/ 74T E T T3 T2 5°
Anderss
X ¥
3§ X 3;c-2x3 = Zx 22— x1x2x3 ZX‘I x2x3x4
42 2 3 X, = Zx Z x1x2x3x4 Zx1 2x3x4x5
dus
‘ * *%
3 L
32 X EpXy = (a -ZaZ)Z XXXy + 1Z#x1x2x3x4+%§ XX K Ky X
=---6(za.,‘2---23.2)6.3 + 6a1a4 - 30 age
Dus

3 = g 2 -
> %4 XpX3 = -8, ag+ 8,8,+ 28,8, - Sag.



0.8, Bewijs, dat (% + i‘f%)100 iets kleineg is dan een gehcel getal
en & e afwijking kleiner is dan 0,13 . 107 O.

: Foofdstuk ITI. .y
senadering van de wortels van vergelijkingen.
31. Rekenwijze van Horner.
Ons.t. Bewije de ontwikkeling van Taylor voor een veellern £{x) hoog-

RS e
stens van ae n% graad;

£(x+h) = £(x) + ?“* £ (x) + %‘r S hzi"f’ £ ().

¥en merke op, det deze formule onmmiddellijk volgt ult de binomiaal-
forumle van Newton, als £(x) gelijk is aan een macht ven x, wasrvan
‘de exponent geheecl, niet negatief en hoogstens n is. Vanwege hear li-
nezlir karakter geldt de formule dan algemeen.

On £(x) = aoxn+a1xn"1+ vee + 8 4X + 8, VOOr X =3 te berskenscn,
als de codfficienten en p gegeven zijn, past men de rekervijze van
Horner toc

[

o B eee Fnz Bpaq g
pa P} <o PBI y PAL 5, PS4
.t .O./f* 1/2‘ 7 2 7;\” 2/;& .+
é 1 ' ’ v Sy S g
s 24 82  eee Bplp” Bpd P
De bedoeling is dus, dat a, eerst met p wordt vermenigvuldigd; het

verkregen resultaat met 8y vermecrderd, levert ecn getal, dat we aj
hebben genosmd, Vit getel a%'wordt weer met p vermenigvaldizd. Het
eldus verkregen resultant levert, met a2~vermeerderd, een getal op,
dat e aé genoomd hebben, enz. 4o doorgaznde vinden we ¢on getal,

t weor met p wordt vermenigvuldigd, terwijl de aldus verkre~

0 1
aé = ga; + 8y, = Dp e, + pay + a2;
&l = p3a0+pza1+p&2+a3,
en ten slotice )
aﬁ - Pna0+pn“1a1+ . oo +Q“n_1+an.

tiet hierboven asangegeven schews van Hormor is het verkoxt delingssche—
3, dat men verkrijght, als £{x) daor x—p wordt gedecld, nl,:



1 i 1 -2
""‘V-.a."'/’ "4'0; + a-l + agxn + casese + a 12‘*‘ ar“
R « n-1 .
éi*,,—ga°x~“, X
1 i
a%xn + azx 2
. -4 -
aﬁxn ~paix” 2
S N N—
azyn < ..
- ¥ bd
TPep0*
ah«,!.h-‘l' Gcn
¥ 1

o

vok hieruit blijkt veer omniddelli jk, dat a’ de w-arde ig, die de
veclterm £(x) voor x=p =2zinscmt, went &l is du rest, die f(x) bij de-
ling door x-p overlec:t. Het voordeel van Ge rekenwijze van Horner is,
dat ze oag'alleen de rest leert, 2dis £(x) bij deling door x~p oplevert
nz:zr ook het guotient, ni. aoxn"1+a§xn"2+ A T

Om bv, x3~ xz+7x~5 voor =2 te bedalen, schrijven we

T -6 1T -3
2 =8 -2

1 -4 -1 Eﬂ:f{z)
Verier is £(x) = (x-2) g{x) - 7, wozcrin g(x) = x2~4xw1
Tnidt dz opgeve f£(x) te ontwikkelen nazr mechten van x-2, dan passen
we act droces on g{x) toe, enz.,, zodatl we hetvolgende sciaems vikndens

=léus vinder we f(x) = ~7-5(x-2)+(x-2)} 3.

Ts ecn veolterm £(x) var de n® grsad in n+1 verschillonde punten
Xyt xﬁ, cevs X, BSgeven; d2n is die veulterm onduvhbelzinnig bvepazld,
omdat itwree vorschillende vecltermen met deze eigenschap een verschil
zovden bezitten, hoogstens van de n? graad met mecr dan n nulpunten;

Taile Wembem — ogeptron DEETT, Ruintit o Q10 reslbesn havzlen door
%e stvellen

f(x):ac(x~x1)...(, X )+a1(x-32)...(z -X, )+...+a (x -2 )+an.
Stelt wen hierin x=x o0 dan vindt men {x )_an, zodat de coBfficient a,
bekend is. Stelt mer vervolgens X=X, 49 dan krijgt men - '

f(;.1 1) o 1(‘n 1 xn)+an, waalult a,_4 kan worden bepa:ld, enz Zijn
S & 1,...,a1 bekend, dan krijgt nen door g~zo te stoellen

-'-(xol = 0'0(4»0"3{1) .s (Xo"an)+ .e Il-1 ( O"‘Xn>+8.n;
wazruit tenslotte a. kan worden bepazld. De esldus voor f(x) verkregen
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formulc huet de interpolatiefommule var Newbon. ;

Hiernij mocten achiterccenvolgens dc coéfficienten Br By _qree-38458,

worden bepasld, hetscen dikwijls ecn hecel werk is,
7¢ luanen ons nu 4e opgave veorleggen om bij cen veelterm E(x) van
zresd van bovenstaonde zedesante (wazrbij dus ZyseeesZy B Byyenes
o, bekend vero:dersteld worden) de wasrde ven de veclterm f(x) te bere-
kénen in cuavillelkeurig voergeschreven puat p. Den~vrbij krijoen vre het
volgentie schems,

Jaoter Xy F=~Rp KTK3 KX
U’; 2N : . ! ' o ‘
Celft, By i 8y 1 By V23 ... a.n__1 an
i - i 1 {.. 1o -3 -
/i - s g /‘.l'“' ‘—"?""""*" = e vy s s +
B al 7 i 5 al SR -
o - 1 ' 2 3 e 21 ' n

De bedoeeling is, datOe ret net =%y wordt vermcnigvuldigd. nca verkre-
gen resulbteat, net &, vermeerderd, levert cen getal, dat wec aj hebben ge-
nocwd, Dit getal a1 viordt met P-X, VeI rmenigvuldigd. Het zldus verkre-
gen resultzat levert, met as vermoorderd, cen goetal ov, dat we aé go-
nocmd hcbbon, enz. 4o doorgsende vindon we con getal a e ? dat ,met P-X,
wordt vernenigvulaigd, terwijl de aldus verkrezon u1thomst, met 8, ver-~

meerderd, cen som oplevert, dic we a! hebben genocemd. Ve bewercn nhmﬂﬁ,

n
det dezc son a% juist gelijk is szn de warrde, die de fuunctie £(x) in

het puat x=p zenne

(‘

emt., Dit is trouvons evinecups duidelijk, want

aé = p~A1)(pmaz)ao+(P*X2)aq*az
aé T ee e

L LR A A I A )

I~ B "?mr 7’_--.\ —
al = (2 Zgdeo. (0 TdBgh e 4 (p-x= )a et + B
en die la t to ultdruxiing is juist gelijk zan £{p).
Indicn bv, x) de veclterm voorstelt van de 4e graad, dic voor X=

354,758,9 ze=2. Q¢ w2arden 5,11,5,75 en 41 asnacemt, deu vindt wsen ns
Dorcieiing ‘

£(x) = 546(2~3)-2(x~3) (x-4) +4(x-3) (x-4) (x~T) =3 (x-3) {z-~4) (x~7) (x-8) .
Biji d¢ bereioning van £{1) srijgen we hotvolgendc schema:

Pactoren - -7 76 -3 -2
douff. -3 4 -2 6, 5

)/ﬂ 515045 56 =921
~3 25. ?152"402 ~91¥§ £(1)

D¢ bereloning van £(2) gaet alsvolgh:

Pactorcn ~6 -5 -2 ~1
Coéif, ~3 4 bo=2 6 ; 5

~11\, b
/7/ 112"“'/’23u tzz} £(2),

BEn uCﬂSlOttC die van £(2,1):



waetoren "'5y9 "‘4,9 2 "1';9 ""019
Co#ffs -3 4 R S 6 V5

'
217,17 /}w;4—1uéijjwi 205,827 §1r190;6443

i
1
1
-3 //3 21,7 ~-108,33 211,827 [~18 6443} f(2 1)

§2. Het theorema van Budan-Fourier.

Alg X cen mulpunt is van cen veslterm £(x), dan kunnen we het groot-
stc patuurlijke getal m bepalen met de eigenschap, dat f(x) woor (x-X)™
doclbosr is. Dan heet m de multiplicitelt van het nulpunt Z en X heet
een m~voudig nulpunt van &e voclterm. We hobben dan £(x) = (x-2)"g(x),
waarin g(x) eon veslterm voorstelt, die niet dcor x~X declbazr is en die
dus in het punt X niet nul is. Door differcntistie vinden we, dat de
,functie £(x) mct ba-r 1e, 2¢, ..., (m-1)° afgeleide in X gelijk is aan
nul, masr dat de m® afgeleide in dat punt ongelijk aan nul is, De recks-
entwitkeling van ferlor ge.ft dan

e(zen) = Be 20y + L, 4 B C e gy

Doze ulﬁdruchlnv hecft voor kleinc waarden van h een vast tiken, als de
multizliciteit m ¢ven ig8, macr wisselt van tcken, als m onoven is. Hicr-
medc is bewezen:

Als £(x) in Z ccn nulpunt moct even mmltipliciteit bezit, dan heofd £(x)
in d¢ omgeving van X, c:n wecrszijden ven X, hotzclfde token. Bezit dasr-
cnbugen $(x) im X won nulpunt met oneven multipliciteit, dan hoeeft £(x)
in 4o cugeoving van I, sen weerszijden van X, togengesteld tcokon. Heot-
kunéig uitgedrukt: In cen nulpunt mct oncven multipliciteit vioxdt de X~
as sesncGen Goor do kromme ;=f(x). In de omgoving ven ecin nulpunt met c-
ven maltinliciteit ligt du kromme san ccp bepeslde lant van de X-as.

Boschouw twee gobellin a en b, wa:rbij a< b en cen voolterm £(x). We
kunncn stoecds cen matuurlijk gotal . kleiner dan of zclijk zen de graad
van 4o veilbtorm £{x) bepslcn, zodanig dat de »° afgcleide ven £(x) tus-
sen 2 en b gilcds positicf of etcids negatief is. Dumers we kunnen stcids
k gelijk kiezen san de graad van dc veoltorm £(x), mesr io vele geval-
len z2l ket zo mogelijk aznbeveling verdicnen k kléincr te kiczsh, Be-
schouw het systcom gevormd door de gotallen £(x), £'(x), ..., (K)(X)

Ik beschouw het aantal tekerviasselingen, 43t =cn verkrijgit, als men de
evr?n'ta@lc turmen O buiten beschouwitig tzat. Bv. 1h ven systuen

+ 00 -+ 0 + = is ot agntal tekenwis sallngcn 3. Het aantsa tekonwisse-
lingen zzl nict veranderen els asn het begin of aan het einde van et
systuom nullen worden toegevoegd. Het aldus gedefinieerde aantal teken-
wisselingen wordt met V(x) azngeduid. Het blijkt, dat de verandering van
het santal tekenwisselingen ons iets lecrt over het asntal nulpunten van
dc veclberm £(x), gelegen tussen a en b, Dit resultaat kan worden samen-
zevat in hetvolgende theorema, det gencemd wordt nesr Budan-Fourier:

Zij a<b, waerin a en b guen van beide pulpunten van de veelterm £(x)
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vocrstcllen, De afname V{(a)-V(b) van het aantal tekenwissclingen is een
gehecl gotal p 20 en het zantal der tussen a en b gelegen nulpuntenlvanfﬁ
£(x), wzzrbij olk nulpunt even vaak geteld wordt, als zijn multiplici—
teit vedraszzt, is gelijk aan p, of ccn even aantal minder. '

Het theoreme van Budan-Fourier hceft het voordcel, dat daarin uitsiui -
tend vicltermen optreden, die gemekkelijk neer te schrijven zijn (nl. de
afgeleiden), mazr het nadccl is, dat het azntal nulpunten niet altijd
ondubbelzinnig wordt bepaald.

Om deze stelling te bcwijzen,'laten. we x asngroeien van a naar b.

Het acntel tekenwisselingen kan allcen verspringen in een punt, wear de
veclterm f£(x) of minstens cen zijner afgeleiden de wasrde nul sanncecmtb.
ILeten we corst ecn tusscn a en b gelegen punt X beschouwen, waar de
voclberm £(x) zelf niet golijk is aan nul, mear, wasrin minstens ceen

der afgeleiden wel dec waerde O a=nnecmt. ITaten we ccrst het geval be-
kijken, waarin het azntal opccnvolgende afgelciden, dic in X dc waarde

0 sanncmen, even is. (Om dc gcdachte te bepalen ncem ik voor dat =santal
4, wear ik kan or elk positief even asntal voor ncmen), Het gedeclte ven

het systcem, we r het hier op san komgt, hcoft dc volgendc gedaante:
f(r“‘4~> f(l‘—-B) f(r“‘z) f(I‘—1) f(r) f(r+1)

I° o+ 0 0 0 0 +
0f
I oz 0 0 0 0 -

Pe vicr nullen in dit schema correspondcren met dc 4 opcenvolgende afgo-
lcidcen f(r"3)(x), f(r"z)(x), f(r"1)(x), f(r)(x), die voor X dc wa=rde O
eenncmchn, Ik ondcrscheid nu 2 gewallen, alnaar geval I of II optrecdt,

In geval I is f(r*1>(x) in de¢ omgeving van X positief, zodat f(r)(x)
in dic omgeving links van X ncgaticf on rechbts ven X positief is. Daar-
uit vlijkt, det de voorafgzende afzeleide f(r°1)(x) in die owgeving aan
weerskentoen van X positief is, dus dat dc dasraan voorafgaende afgelei-
de f(r"z)(x) in die omgeving links van X negaticf is on rechts van X pe-
giticf. Ten slotte blijkt dan, dat de afgcleide f(r'3)(x) in die omgeving
wodorom positicf is. Het systeem verti<nt dus in de omgeving van X, links

van X dc volgende tekens: :
+ + = + = +

mesr rechts van X ziet het er alsvolgt uits

: + + £ + &+ + . . _
Het =:nital tekenwisselingen bedroeg dus eerst 4 of 5 en later O of 1.
Bij het passcren ven X zijn dus 4 tekenwisselingen verloren gegaasn, niet
san het begin van de rij, mear ergens in het midden.

Geval I gcet in geval II over, als alle tekens worden omgekecrd, 2Z0-
dat ook hicrbij weer ergcns in het midden 4 tekenwisselingen verloren
zijn gcgaen.

Tatcen we vervolgens het geval beschouwen, dat het aantal opcenvolgende
afgeleiden, die in X dc wasrde O asnnemcn, oneven is. Om onze gedachte

__to henslen. neem ik voor dat santal 3. Het gedeclte van het sysicen,
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¢zr et hier op san kombt, hocft de gedaante
IIT + 0 0.0 +
T 3 0 0 0 -. , |
Goucwaselijk ziet men in, dat in geval III het systcem in de omgeving
van i, links ven X, de tckens |
+ - 4+ - +
en rechts van X de tekens
+ + + + +

-

vertoent. Het =antal tckenwisselingen bedwasgt dan links 4 of 3 en rochts
G of 4. Bij het passcrcu van X zijn dus ergens in het mif%n 4 of 2 to~
kenrissclingen verloren gegean. Gevel ILI gzat in geval IV over, als
ells tekens worden owgcXccocrd, zodat ock hier weer srgens in het midden
4 of 2 tekcmvieselingen verloren zijn gegeaan. -Aldus komer we tot de
velsende conclusic:

Zij X con tusscn a en b gclegen punt, wo-rin niet de voeilterm £(x)
elf, mesr minstens cen zijner afgceleiden de wesrde O sarnccemb, Bij het
pasceren van cen zodanig punt X L1ijft het zantal tekenwissclingen con-
gtent of neemt met cen even azantzl af. »

Upz.41. Licht Yoo, dat uit het Lovensteande nict volgt, dat bij hot
passcren ven won zodanig punt Z het azantal tikenwissclingon altijd af-

L

¥ mocten we nog ondorzocken, wat cr gebourt, 2le we con tusscn a on b
gci..cn nulpun X van dc vapltcrm f(x) zclf passercn, Zij X cin m-vou-
ig aulpunt van f£(x), zodat f(m)(X) £ O is
Ovx.2. ‘fearom is m:=k? !

Het godeclte van het systeem V(X), waaﬁpot nu op aankomt, hccft do
gedainbe |

v 00 . . + . 0 0 O +
“of
NI 0.0 . .+ + 0 0O 0 -,
elneergelang f(m)(ﬂ) vositicf of ncgaticf is., In goevnl V vvrtoont het
vsteem in do omgeving van X, links van X, de¢ vckcns
( 1) ‘1)m-1 . . Ml et o

en rechts van X de¢ tekons
+ + A T T

Hot =ontal tekonwiscelingen bedrzegt dus cerst m on later 0, zodat exr bj
het pesscren van X juist m tekenvissclingen verlorcen zijn gegzan, ‘

Geval V gaat in geval VI over, als alle tekens worden omgekcerd, zodat

ook dan bij het passcren van X wecr m tcekenwiessclingen verlorcn zijn ge-
geen. Bij het passercn van ccn nulpunt X van de veelterm f£(X) gean dus
a=n het begin evenvecl tckenwisselingen verloren, als de mmnltipliciteit
von L bedres~zt. Aldus konen wij tot hetvolgende besluit:

Groeit x geleidelijk san van a naar b, dan kunnen in het systeem te-
kenwisgelingen verloren gaan, veorccrst aan het beginpunt cn dan is het
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verlies jdist gelijk san de multipliciteit van het gepasscirde nulpunt,
en verdcr ergens in het midden, mesr den is het verlics steeds even,
Eiermede is de stclling ven Budan-Fouricr bewezen,

Dit theorcms geldt trouwens niet alleen voor veeltermen, masr voor
2lle functics f£(x) die een x® afgeleide bezitten, welke tussen a en b
steecds positief of steeds negaticf is.

Opg. 3. Pas het thecorema van Budan-Fourier toe op de veclterm

Giy : & 3% —6x + 1

weerbi) & = 0 en b positief heel groot wordt gekozen, Het theorems levert
dan , Ge% de veclterm O of 2 positieve nulpunten bezit. Bewijs verder,
dat cdeze veelterm cr werkelijk 2 bezit., Het theorems van Budan-Fourier
levert cdus d=t bij deze‘vergelijking het santal positieve wortcls gelijk
" is 22n of cen even egzntal minder dan het msantel tekenwisselingen, voor-
komend in hcet systeem (4, 3, 0, -6, 1), gevormd door de cocfficienten.

Op anesloge menicr bewijst men het algemene

Theorecma van Descartes. In een algcbraische vergelijking met bestaznbare
cotfficienten is het aantal positieve wortels gelijk aan of ecn even aan-
tal mindcr den het santal tekenvisselingen, optrcdend in hot coéfficiens
tensystoom,

Opg._4 Door x te vervangen door -y vindt men dat de vergelijking (1) O
of 2 negztieve wortels bezit,

Opg. 5 Dc vergelijking
x11 +-ax7 ~ bx6 + cx3 -4 =0,

weerin a, b, ¢ en 4 positief zijn, heeft 1 of 3 positicve yortels en geen
negztieve., Aanvaardt men de grondstelling van de algebra, dat elke alge-
brzische vergelijking evenveel wortels bezit, als de graad bedrsagt, dan
verkrij .t men, dat de beschouwde vergelijking 10 of 8 onbestaznbare wor-

tels bezit, Het hiaat tussen x11 en x' levert minstens 4 onbestaanbare
wortels, dat tussen x6 en x3 levert er minstens 2 en dat tussen x3 en
x° eveneens.

Opg. & De vergelijking xj1 + ax! + bxs ~ox+d =0,

weerin a, b, ¢ ¢n d positief zijn, bezit O of 2 positieve, verder 1 nega-
ticve wortel, dus 10 of 8 ombesluewharg, Het hiaat tussen x11 en X7 le-
vert or winstens 4, het hisat tussen x° en 2% +uee (omdst dit een hiset
is van cen term tussBu eon permsbntie), het himet tuss«. 42 on x ook
minstens twee {omdat dit een hiast is ven 3 termen tussen eell +.iwigtie)
Opg. 7 Bewije, det de vergelijking

x4 - 6x3 + 2x2 + 4x -3 =0

0 of 2 wortcls tussen O en 1,
1 wortel tussen 1 en 6
41 wortel Hussen -1 en O
en geen enkcle wortel groter dan 6 of kleiner dan -1 bezit,
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Om de tekens te bepelen ontwikkele men met behulp van de rekcnwijze van

Horner neer mechten ven x-1 en x+1, wearbij de berekening kan vorden
stodzezet, zodra blijkt, welke tekons verder zullen optreden,

§ 3. Het thuoreme ven Sturm. De gtelling van Buden-Fourier heeft het
nedecl dz¥ ze nict steeds hoet mantal wortels in een gegeven inberval
ondubbelzinnig vastlegt, Dit noopt ons cen ender theorems af to leiden,
het vheoreme ven Sturm, woardoor het zantsl wortels in ccn gcgeven in-
terv-l el vestgelegd wordt.

Om te bipzlen, hocveel nulpunten scn segeven vecltcrm fo(x}, die-
louter enkilveudige nulpunten heeft, in een gegoven intervel a £ x S b
bezit, voschouwen wij cen rij veeltermen fo(x), f1(x),...,fk(x): ver-
bonden door de volgende toruglopende betrckkingens

T(x) = 94 (x) £,(x) - py(x) £,(x)

£4(x)

i

22(x) £5(x) - py(x) £3(x)

LI L B B BN IR A B O B B B R B AN Y
“* bo oo s e e

Tep(®) = q_4 (0 _4(x) - 2 (x) £.(x),

weorin qq(x),.0eqy 4 (x),0p(x), ..., (x). cvencons weeltirmen voorstellon,
IX ncem dx~rbij san, dat de vecltermen pz(x),...pk(x) in MYl sopoomde
interval & S x $b alle positicf zijn, dat £(x) in gcen der punten s

cn v de wairde nul zanncemt cn dst fk(x) voor g S x b stccds positict
of stecds negoticf is. Verder ncem ik nog =zen, dat tussen f1(x), fO(I)

cn ao afgeleide fé(x) de volgende relatie Dbeeteat:
(1) Do(x) £4(x) = qy(x) £,(x) + pe(x) £3(x)

(mcrk op, dat hicr dc lrmatstc tcrm van cen plustcken is voorzien), waar-
bij qoﬁx), po(x) cn p1(x) vceltormen voorstcllen met de cigenschap, dat
po(x) en p1(x) in het intervel a S x € b beide positicf zijn.

Ondcer V(x) verstzan wij het aantal tckenvaristics, optredcnde in het
systoeom fo(x), f1(x),...,fk(x) en we zullen nag-an, vet er mct dit aan-~
tal zcbcurt, =ls x monotoon ¢n geleidelijk aangroeit van a nasar b. La-
ten o worst het geval boeschouwen, dat x cen mulpunt £ van minstens cew
ler veclitermen fh(x) (1 £ h<k) passccrt. Was g,ook‘;en nulpunt van
de voorzfiesende veclterm fh*1(x), dan was g;volgens de hicrbovcn gogo-
ven teruglopende betrekkingen ook cen mulywnt ven £, .(x), £y (x)yene
<+ E (%) ¢n volguns (1) ook van fé(x), zodat € ecn m.crvoudig nulonnd
v fo(x) zou zijn, in strijd met de verondcrstelling. Dus fh_1(x) en
fh+i(x> hebben volgens de recurrente betrekking in de omgev19§ van %i
tegonsestcld tcken zodat het eantal tokenveriaties links van & even
groot els rechts van'E is. Stel x passeccrt nu cen nulpunt ven fo(x).
In de omgeving van dat punt is fo(x), dus blijkens (1) ook f£,(x) onge-
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1ijk 22n nul en bezitten f‘(x) en £, (x) hetzelfde teken, Is f (x) in
die omgcviag vwn'3'3051t1ef, den nyemt £ (x) aldazr toe cen Wordt dus
Ten negatief pOQItlgf° is daarcntegen f (x) in de omgeving van %;ne@a~
ticf, dzn wordt £ (x) van positief nugutlcf Bij het pesseren van he¥
nulaunt‘% van f (x) is dus juist één tekenvariatie verloren cegean.

41ldus komen W13 tot het volgende besluit: Theorems ven Sturm:

Groeit x geleidelijk on monotoon san ven e nzar b, dan is het verlies
V(e - V(b) ven het aantsl tekenvaristies in het systeem fo(x),...fk(x)
gelijk =an het zantal tussen a en b gelegen nulpunten van fo(x)

In de practijk kiezen we vazk f1(x) = fé(x) en allc veeltermen

(”) 33,(y) gelijk a=n 1.
ng% Bopeal het a2antel en de ligging der redle wortelsV'n de verge-

llgklnb fo(x) = ;(3 - 53{2 + 8 -8=0

Kice f%(x) = 3x2 - 10x + 8 en fz(x) = x + 16, In elk intcrval, dat het
getal ~16 niet bvevat, versndert fz(x) nict ven teken e¢n is dus het ver-~
1lies in het zentel tekenveriastics juist gclijk ean het azntal nulpunten
van fc(x) in dat interval, Intcrvallen, die het punt ~-16 bevatten, be-
hoeven wij niet te onderzocken, deaar fo(x) geen wortels <-~-16 bevaib,
Vercer blijkt, dat de vergelijking 2 niet-bestaanbare wortels heeft

en 1 reele, gelegen tussen 3 en 4,

Opa. 2 Onderzoek de llgg:m6 van de beortels der vergelijking

20 4 3x° - 32% - 23 - ~x-1=0

Hicrbij is f2(x)'= 275t + 34x2 + 11 definict, zodat we bij f2(x)
onz: rij 2fbreken, We vinden dan 1 positieve, 1 negatieve en 4 niet-
ree.z wortels,

heeft twee niet-recle wortels, als 27q2 + 4p3:>0,

en dric redle wortels, sls 274° + 4p3< 0.

Men mexke op, dat voor p>0 de afgeleidc van het linkerlid ook positief
ie, zodet de vergelijking dan slechts 1 bestcanbare vwortel bezit. Het
onderzoek behoeft dus allcen voor negatieve p te worden gedeen, '

e e i 1
Opgs_ 4 De n efgeleide van e~ 3¥
ix°

is gelijk san e~ » Vernmenigvuldigd met ecn veelterm ven de n® gread,
Die veelterm heet de veelterm H (x) ven Hermite, dus
2
n - tx 1.2
g’-—-——e-—--n-i—- = e— 1 X ‘o H (X)
ax ' n

Bewijs dit met behulp van het principe van rolledig inductie.
Men heeft Ho(x) = 1;H1(x) = —-X en Hz(x) o xPm 1. Hieruit blijkt dat de
betrekking ' | |
(2 1Hh+1(x) + xH (x) + nH,_4(x} =0



geldt voor n = 1. Ik ga nu deze formule voor elk natuurlijk getal n
bewijzen.ZVermenigvuldigt men beide leden van de te bewijzen formu}e

met ¢~ 2% , dan geat de formule over in een van de gedaante

(3) ™1, sp® 4 ™t - oy

Hierin is D een afkorting voor 5; en bedoeld vordt, dat Sezdifferen—
: 3 Ka) : - X 3

ticslopersloren steeds toegepast worden op de functie e~ 2% , Bij het

bemijs van (3) mogen we n £ 2 veronderstellen en aannemen, dat de for-

male veoor n-1 i,p.v. n reeds bewezen is, dus
- ~2
p? &+ ™ (n-1)D%"s 0.

Deze betrekking gsat bij differentiastie nsar x over in de te bewijzen
betrekking. De gevonden teruglopende betrekking levert:

Hé(x) = —x3 + 3% H4(x) = x4 - 6x2 + 33 HS(X) I + 10%3 - 15xs

He(x) = x° - 15z* + 452 - 15,

Opg._ 5 Is n even, dan is Hn(x) een even functie van x3 is n oneven,
dan is Hn(x) een oneven fgﬁftie VEN X, ’

Opg. 6 'Twee opeenvolgendet%brmgn van~Hcrmite,Hn+1(x) en Hh(x),hebben
geen nulount gemeer (een gemeenschapnelijk nulpunt zou volgens (2) ook
malpunt zijn ven H_,(x), Hn_z(x),...,H1(x), Hy &®).).

Opg, 7 Differentieexrt men beide leden van de definitie van de veelterm
ven Hermite naar x, dan vindt men met behulp van (2)

H '(x) = -nH _,(x). (D=1, 2,004)

Ops._8 Hn(x) heeft geen meervoudig nuipurt, want een zodanig punt zou
cox nulpunt zijn van Hn_1(x) volgens de veorafgaande opgave.

Opg. 9 (—1)an(x) is voor grote waarden van x positief en heeft voor
grote. wearde van -x hetzelfde teken uls (-2,

Opg. 10 Het theorema van Sturm, toegepast op de veeltermen (—1)th(x),
(-1j§:THn_1(x),...,-H1(x), Ho(x), leert, dat Hn(x) n verschillende
bestaanbare nulpunten heeft,

Opg._11 De n-1 verschillende nulpunten van Hn_ﬁ(x) verdelen de bestaan-
bare as in n intervallen, in elk wasrvan Hn(x) volgens opg. 7 monotoon
(stijgend of dalend) is, zodat Hn(x) in elk dier intervallen hoogsten: .
1 nulpunt bvezit., Bewijs, dat Hn(x) in elk dier intervallen werkelijk

1 nulpunt bezit, De nulpunten van Hh_1(x) en die van Hn(x) wisselen

elkaar dus af, "
b

He My Hy Hs M " My by Mg vy Hg  Hs

-+ ———

2 &
% L

T L I i T 0 Cpio4 AMS V3 235 2855

In dit schema zijn de nulpunten van HysoooyHg aangegeven)Lv,hnﬂ‘45
de aulpunten 0; s 2,855,...% * 1,355...
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In het geval het aanPwd mnlpunten, gelegen in een gegeven interval,
‘gevraegd rordt Bij een veelterM mat een of meer meervoudige‘nulpunten,
bepzslt men de GGD DEx) van £{x) en £'X.)_ pagy g L(X cen veelterm
g(x) van legere graad dan f(x), die dezelfde Woikels als £(x) bezit,
macr alle met maltipliciteit 1; immers is T een nulpugt van £(x) met
maltiplieiteit m, den is‘geen nulpunt van £'(x) (dus oox van D(x)) met
multipliciteit m-1, zodat € een enkelvoudig nulpunt vem-%,ﬁb is. Men
- kon dus het theorema van Sturm op g{x) i.p.v., £(x) toepassen & yindt
dew in elk interval het juiste aantal der oulpunten van g(x), dus cax
ven f(x), wasrbij echter alle nulpunten slechts enkelvoudig geteld
worden,

§4, Benadering van bestaanbare wortels.

Indien een veelterm f(x) met bestaanbare co8fficienten in twee wax.
schillende punten & en b tegengesteld teken asnneemt, dan volgt uit
continuiteitsoverwegingen, dat die veelterm tussen & en b minstens
eenmazl de waerde nul anneembt. Uit deze stelling volgth:

De veelterm heeft tussen twee -opeenvolgende nulpunten een vast t
ken. Tussen twee punten a en b, waar de veelterm £(x) tegengesteld tiw-
ken asnneemt, ligt een oneven santal nulpunten van die veelterm, waad—
bij elk nulpunt even vaak wordt geteld als de multipliciteit bedraagh.

Tussen 2 punten a en b, waar de veelterm f(x) eenzelfde teken be-
zit, ligt een even ssntal nulpunten van de veelterm. waarbij elk nul-
ount even vask geteld wordt sls de multipliciteit bediaagt.

Men merke op, dat in dit laatste geval het aantal malpunten gelijk
aen nul ken zijn.

Stel in het bewijs a<b. Stel %, v, 5, zijn de naar opklimmends
grootte gerangschikte tussen a en b gelegen nulpunten van de veelterm
£{x) met wultipliciteiten Kgs «++ 2 kjo Indien £(a) >0, dan b1ijft de
veclterm positief tussen & en ;e Omdat Z, een nulpunt is met multi—
pliciteit k,, heeft £(x) tussen § en T, hetzelfde teken }aclsk(-ﬂ 1.
Die veeltern heeft tussen 3, en %, hetzelfde teken als (-1)"17°2 . Zo
doorgaande vinden we, dat f(x) bussen -fﬁyen,b en ook in het punt b
zelf, hetzelfde teken heeft als (---1)k1+k2+ ootkp, Is de som ky+...+ky
der multipliciteiten even, dan bezitten £(a) en £(b) hetzelfde teken.
Is dasrentegen de som der multipliecifelbes oneven, dan bezitten £(a)
en £(b) tegengesteld teken,

Op dezeXie manier wordt het bewijs geleverd, als f£(a)<n is, want
dan behoeft men slechts T{x) door -~f(x) te vervangen.

weerbij a<hb werondersteld wordt, comtinu is, in de uiteinden van het
interval de wearde nul asnneemt en in het inwendige ven het imterval
differentieerbaar is, dan is f£'(x) in minstens één punt tussen & en b
gelijk asn nul, Dit is evident als f£(x) identiek nul is en anders neenb
de continue functie £(x) ergens tusesen a en b een maximale of minimale
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waarde aan. In het punt, waar die extreme waarde wordt aangenomen, is
het buitengesloten, dat fx) £ 0, dus f£'(x) = O.

Zij 'g een bestasnbare wortel van de vergelijking f£(x) = O van de n®
graad. Ve co&fficienten van die vergelijking worden bestaanbaar ver=-
onderdteld. Zij a verder een willekeurig bestaanbaar getal, Wordt
gn a+h gesteld, dan krijgt men , _ n

0= £( 5) = £(a+h) = £(a)+ By £7(a)+ ..iv By 2D (ay,

Indien & dicht bij ?g ligt, ligt h dicht bij nul, zodat dan de termon
met de factoren hz,.'..,hn soms ten opzichte van h kunnen worden ver-
waarloosd, zonder dat daarbij grote fouten optreden. Als cerste bena~
dering vinden we dan fla)+h f£'(a) =0, dus h = - £(a)/f'(a), aangeno-
men, dat de noemer niet nul is. Hiermede vinden we voor de gevraagde

wortel:g een eerste benadering o =am ?’a (Formule van Newton)
T Ea% N i .

Uit het voorafgaande volgt volstrekt niet, dat deze waarde 24 wer-
kelijk dicht bij een wortel van de vergelijking ligt, zelfs niet als
e dicht bij zo'n wortel ligt. Trouwens het begrip®dicht bij"is een on-
nauwkeurig begrip. Bij de vergelijking Js:z-.-.‘IO"6 ligt a=10"5 dicht bij
het nulpunt 10’3, mear 4= % +§T%6~ ligt hdemaal niet in de¢ buurst.
Bij de toepessing van de formule van Newton moet dus voorzichtigheid
worden betracht. Die formule is zinloos, als £'(a)=0 is, maar ze is in
den regel vmbruikb,ar, als £'(a) dicht bij mul ligt.

In de wiskunde passen we vaak het proces van iteratie toe. Uitgaande
van het getal a en £'(a)£ O veronderstellend hebben we een getal
84 =8~ g,aa‘ geconstrueerd, Wij herhalen {itereren) dit procés met By
in plasts van a, waarbij we dan natyurlijk verplicht zijn f'(a1)£ 0 te
veronderstellen. Aldus vinden we _ _, _ gg%il .

271 a,)

Zo voortgaande krijgt men onder bepaalde verondgrstellingen(nié dat al-
le optredende noemers #£ O zijn) een rij van getallen 841 Boseees die in
vele gevallen snel tot de gezochte worteljg' naderen. Breken we de rij
Op een geschikﬁe plaats af, dan kunnen we in dat geval ?g met iedere van
te voren voorgeschreven nauwkeurigheid berekenen.

Om dit proces meetkundig toe te lichten beschouw ik cen rechthoekig
assenstelsel en teken ik de grafiek y=f(x) van de functie f(x). De nul-
punten van de veelterm f{x) worden aangegeven door de szbscissen A:r znl..
punten van deze grafiek met de X-as, .

Opg.1. Trek in een op de grafiek gelegen punt P met abscis a de raak-
1ijn aan de kromme, Deze raaklijn snijd$, indien ze niet evenwijdig mev
de X~as loopt, de X-as in een punt met abscis ay=a - f$%§% .

Stel de veelterm £{x) bezit in twee verschillende punten a en b te-
genzesteld teken en tussen a en b is £¥(x) steeds =0 of steeds <0. Dan
bezit £(x) tussen a en b één en slechts één nulpunt E;.

Dat er minstens één nulpunt is, is evident. Was er meer dan één nui-
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punt, dan waren er tussen & en b minstens 3, omdat f£(a) en f£(b) tegen- |
gesteld teken bezitten. Indien die 3 nulpunten 2 aan 2 verschillend zijn
vinden we volgens de stelling van Rolle twee verschillende punteh, waar
£'(x)=0 is; omdat f"(x) een vast teken he.ft, is f£*(x) monotoon, zodat
f'(x) tussen die 2 punten identiek nul zou zijn. In dat geval is £'(x)
overal gelijk san nul, zodat £(x) een congmnte zou zijn in strijd met de
veronderstelling, dat ze in a en b tegengesteld teken aanneemt. Nu blijft
nog over te onderzoeken het geval, dat f(x) tussen a en b twee verschil;‘
lende nulpunten bezit, wasrvan er minstens c¢én een meervoudig nulpunt is,
In dit leatste nulpunt is £'(x) wederom mul, zodat we wederom tussen a en
b twee verschillende punten zoufden vinden, waarin f(x) de wazrde nul
zou aannemen, Dit is; zoals we hierboven gezien hebben, uitgesloten.

We weten dus nu, dat de veeléerm f(x) tussen a en b precies c¢én nul-
punt bezit, De vraag is . , of dit nulpunt met willekeurig voeorgeschre-
ven navwkeurigheid kan worden bercekend met behulp van de benaderingsme-
thode van Newton, |

Laten we ecrst het geval beschouwen, dat f£(a) en £'(a) hetzelfde teken

bezitten. Het punt ay= a~ f'aa, ligt dan, zoals we bewijzen zullen,

tussen a en het gesochte nulpunt:i en we zulle:r laten zien, dat in dat
punt a1 gde veeltermen f en f" wederom hetzelfde teken hebben. Dlt proces
met 2y in plasts van a herhalende, vinden we het tussen a4 en :} gelegen
punt 8oy waarin £ en f" wederom eenzelfde teken bezitten. Zo doorgasnde
vinden we cen monotone rij getallen 2,284, 855 «.. We gaan bewijzen, dat
deze monotoon tot hetgevraagde nulpunt E nadert.

Bezaten f£{a), £'(a) en f"(a) alle drie hetzelfde teken, dan zouden
fr(x) en 0ok f(x) in het gehele interval aS£x<b dat teken bezitten, in
strijd met de veronderstelling, dat f£(a) en f(b) tegengesteld teken heb~
ben. Dus f(a) en f£'(a) bezitten tegengesteld teken, waaruit volgt, dat
a,l‘)a is. Stelt men E = a+h, dan is

O= :E(a+h)~f(a)+hf'(a}+ h2e"(a+Qh), wasrin O < 6’§.1,

o
0< - Fe2d = b~ zhz—érrrj—lf 2 h) oy,

Hieruit blijkt h>0, dus a<a,<%. De veelterm £(x) heeft links van™%

dus zeker in a1, hetzelfde teken als in a, zodat £ en f" in a1 hetzelfde
teken bezitten. De redenering met 845 8oy bee in plaets van & herhalend,
vinden we een monotoon toenémende rij a, 8q1 Bos . gevorimd door getal-
len, die alle Xleiner dang zijn., Die rij is convergent. De limiet 4/ Tan
die rij is =%. Uit (e, 4-2) £1(8,)= - £(ay)

Yolgt bij limietovergang f(ﬁ7)=0, zodat ﬁ? met het gevracgde nulpunt jg
samenvalt.

Voor de berekening is het niet alleen van belang te weten, dat een li-
mietproces tot het gevrasgde anbwoord voert, mesar het is ook van gewicht

dus
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te weten of dit antwoord snel wordt benaderd. Immers, in de practijk
breken we ne een eindig santal stappen af en het is dan van belang te
veben of het aldus gevonden antwoord een voldoend scherpe benadering le~
vert. Dit onderzock is hier zeer gemakkelijk. Immers wegens f(‘>).o volgt
uit de ueruglon@ndo betrekking

Tty - iy 12D - K - o) (Frapl (G ) B

e %
r

——

Wasrbij ) tussen 8, en § ligt. Het blijkt dus, dat'g'uah 4 hoogstens
van dezelfde orde v an grootte is als (E;ah) » tenminste als men bewijzen
kan, dat de nocmer f'(ah) niet dicht bij nmul ligt. Dat die ncemer inder-
daad niet dicht vij nul ligt, kan alsvolgt worden ingezien: Ik ga cerst
bewijzen, dat in het gehele interval aﬁxéfde afgeleide £'(x)£ 0 is.
Bevatte dat interval een punt 3 met £'( £)=0, dan zou £(x) in dat puut
een minimale waarde ofwel een maximale waarde aannemen, al naar gelang
£{a) positief of negatief zou zijn. In beide gevallen zou £(Z) hetzelf-
de teken bezitten als f(b), dus ecen teken tegengesteld a=zn dat van f(a),
hetgeen buitengesloten is, omdat a en g'aan dezelfde kant van"g' liggen.
De afgeleide veelterm £'(x), die in het interval a‘ix:&~9nmet nul is,

bezit een positieve ondergrens. De breuk 1 £ ’k
-2 3 ay,) 1is derhalve be~

grensd, Waarmede bewezgn is, dat g =8y 11 hoogstens van dezelfde orde is
als (5,~ah) Dus als §'~ah ongeveer van de orde 10 -3 is, is --ah+1 on-
geveer van de orde 10—, terwijl dan %;—ah+2 ongeveer van dezelfde orde
is als 10”12 cnz. Hieruit blijkt, dat 3 -ay zeer snel tot mul nadert,
zodat we in de practijk mogen verwachten, dat we rceds een bruikbaer ant-
voord vinden, indien we né een paar passen afbreken.

In het geval,f(a) <0 en dus f£(b)>0 is, kan het bLovenstaande proces
met b in plrats van a worden toegepast. We krijgen dan een rij monotoon
afnemende getallen, die snel tot het gevrasagde nulpunt naderen.

De benaderingsmethode van Newbton komt daaxrop neer, &at een gedecelte
van de grafiek van de funetie f(x) bij eecrste bengdering door een raak-—
1ijn is vervangen. De regel, die we nu gaan afleiden, de zgn. regula
falsi, berust op het feit, dat in vele gevallen een boog van de genoemdc
grafiek bij benadering door de corresponderende koorde kan worden ver- '
vangen. Indien nl. de veelterm f(x) in 2 verschillende punten a en b te~
gengesteld teken bezit, dan kunnen we de boog tussen de 2 punten(a,f(a))
en (b,£(b)) vervangen door de koorde, die deze twee punten webindt en dic

tot vergelijking heeft y=f({a) _ x-a
| . £(b)-I(a b-a ° i af (b)-bf(a) 1,
Deze koorde snijdt de X-as in een punt met de absecis X4= o) -T(a) *

vele gevallen is deze waarde van x een approximatieve waarde van het ge-—~
zoehte nulpunt ven de veelterm f(x).

Om onze gedachte te bepalen zullen we eerst het geval b-handelen, dat
in het gehele interval a<fx<:b de tweede afgeleide f£"(x) steeds :> 0 is.
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In dat geval ligt de beschouwde boog van de kromme beneden de corres~\"
ponderende koorde voorzover deze daar niet mee samenvalt. Immers de
verticaal met abscis x snijdt de kromme en de koorde in twec punten,
wier codrdinatenverschil gelijk is aan | ,
)

£(x)-2(a)- HL=Ele) (3 a) - - mmi(b—-x) (£(e)-2(0)) +(x—-a}(f{b)—-f(x

= - Enwg(b~x)(a~x)f‘(x)+2(b~x)(a~x) f“(gl)+(x-a)(b~x)f'(x)+
+§(x—a)(b~x) f"(%’)
L =008 (eayen(The(o-en(T) o,

waarbij .glen %Aéeschikt gekozen punten voorstellen tusscn a en b,
Latcn we nu cerst het geval behandelen, dat £(a)<0, dus £(b)>0, Dan
ligt het snijpunt x4 van de koorde met de X-as tussen a en 3{, zodat de

veelterm £(x) ook in hct punt x, weer negatief is, De redenéring met
%y en b herhalende in plasts van a en b, vinden we een punt X5 gelegen
tussen x1 en3 . 20 doorgeande krijgen we een monotoon toenemsnde rij
getallen a, xﬂ, X5y eess alle <15 Deze rij ig convegent, Hear limiet
W is :f?. Om te bewijzen, dat w> met ig samenvalt, beschouwen we, even-
als hierboven de teruglopende betrekking, die hier de gedaante

x, £ (0)-bE (%)= g:e(b)--f(xhﬂS xh”

bezit., Dit levert bij grensovergang ‘wJ L(b)-bf(w)= )f(b)—f(od)r‘d ’
wearuit volgh £(Lu)=0, dus = 7 . |

Als £%(x) in het interval a =x <b voortdurend = 0 is (en ook als die
tweede afgsleide in het interval voortdurend =0 1s}, levert de regula
falsi het ftussen a en b gelegen nulpunt van £(x) met ietere willckeurig
voorgeschreven nauwkeurigheid, tenminste als f(a) en £(b) tegengesteld
teken bezitten., Dit hebben we hierboven bewezen als f(a) en £7(x) te-
gengesteld teken bezitten (is nl . £(a)” 0 en £"(x)<0, dan behoeven we
in het bovenstaande slechts f(x) door -f(x) te vervangen). Hobben f(a)
en f*(x) hetzelfde tcken, dan moeten we in het bovenstasnde a en b ver-
wisscelen, zodat we dan eecn afnemende rij getallen b,x1, Xpgees krijgen,
die tot het gevraagde nulpunt'g naderen., .

We zullen niet de convergentiesnclheid van dit proces onderzoeken.
Bij nader onderzock zou blijken, dat die snelheid veel geringer is dan
bij de benaderingsmethode van Newbton. Het blijkt nl. dat bij de regula
falsi ? =X, ,4 piet van dezelfde orde is als (§ —xh)z, maar van dezelfde
orde als§g~x , zodat de approximatie veel langzamer geschiedt.

In de practijk-worden niet zozeer de benaderingsmethode van Newton
en de regula falsi gebruikt, als wel de kekenwijze van Hoxner, die hier
aan een specisal geval zal worden toegelicht.

- Beschouw de vergelijking f(x)=x4~4x3+3x2+77x—10077=0. Het linker-
1id is negatief voor x=10 en positief voor x=11. Uit het rvorvolg blijkt
‘da$ de vergellaklng tussen 10 en 11 slechts een enkel nulpunt bezit, In~

: wordt, dit mulpunt in 6 decimalen achter de komme te be-




- 43 -
rekenen, ontwikkelen we f(x) met de rekenwijze van Horner naar opklim~
mende machbten van y=x~-10, Men krijgt het schema

1 -4 3 77 -~10077
1060 630 7070

s

1 6 63 707 -~ 3007
10 1602230

1 16 223 2937

10__260
1 26 483
S
1 36,

dus f(x)= y4+36y3+483y +2937y~3007 Gevrazzd wordt van deze vergelijking
de tussen O en 1 gelegen wortel y in zes decimalen nauwkeurig te bereke-~
nen, Zouden we y=0,9 proberen, dan zou blijken', dat dcze wazrde te

groot ig, zodat we gaan ontwikkelen naar opklimmende machten van z=y-0.2.

1 36 483 2937 ~-3007
. 0,8 29,44 409,952 2677,5616

1 36,8 512,44 3346,952 -~ 329,4384
0,8 30,08 434,016

, 0,8 30,72
1 38,4 573,24
0.8
1 39 2.

Dus £(x)= 2%439,2 23+ 573,24 22+ 3780,968 z~ 329,4384. Gevraegd het tus-
sen 0 en 0,1 gelegen nulpunt van deze veelterm te bepalcn, Voor een zo-
danige we:arde van z zijn de cerste 3 in het rechterlid opiredende ter-
men klein t,o0.,v, de beide andere termen, zodat men z bij benadering
vindt door de som van deze lastste twee termen gelijk asn O te stelleh,
e vinder dan dat z approximatief gelijk is aan 0,08, zodat we gaan ont-
wikkelen nsar opklimmende machten van u=z-0,08, Om niet te vesl decima~
len te krijgen, ronden we af, .

1 39,2 573,24 3780,968 -329,4384

"m*m£u1 3514 46,110 306,1662
1 39,3 576,38 3827,078 —~ 23,2722
: 0,1 3,15 46,36

1 39,4 579,53 3873,44

: 031 3,16

1 39,5 583

0,1

1739,6

De veclierm T(x) gaat dus bij grote benadering over in
u*439,6u34583 ul+ 3873,44 u - 23,2722,
Het tussen O en 0,01 gelegen nulpunt van deze veclterm is aporoximatief

0,006, zodat we ontwikkelen nser opklimmende maohton van v=u-~0,006. We
krlggen dan het schema
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1 39,6 583 3873,44 -23,2722

. .o .o 3,50 23,2616
1 39,6 583 3876,94 - 0,0106
LK. s e @ 3,50

1 39,6 583 38£0,44

* & 4 8 &

1 36,6 583

LI
e e L S

1 39’6.
De veclterm f(x) is dus bij grote benadering gelijk azn de veelterm

v¥s 39,6 v34 583 v2 4+ 3880,44 v - 0,0106.
Het tussen O en 0,001 gelegen nulpunt vindt men weer approximatief door
de som van de laatste twee termen _.elijk aan nul te stellen, waaruit
'volgt v=0,000027, wzarbij voor de laatste decimeal niet kan worden in-
gestaan,
We vinden dus als benaderde waarde van het tussen 10 en 11 gelegen
nulpunt ven f(x) de waarde 10,886027,
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§ 5. Ontbinding in factoren.

1In deze paragraaf wensen wij te onderzceken of een gegevén veelterm

» e -
fod=aox +a,x + . - ¥ en
met rationale coé&fficienten ontbonden kan worden in twee veeltermen
r Py ' , .
}(w}':/ﬁfl + 4, v, o h = ol Ty cr ey

eveneens met rationale coéfficiénten.

Het is duidelijk dat wij bij ons onderzmoek de coéfficiénten van de
veelterm f(x) allen‘geheel mogen onderstellen, want em dit te bereiken
behoeven wij f(x) slechts met het KGV der noemers, optredende in de
- n+l coefficienten, te vermenigvuldigen en deze vermenigvuldiging hzeft
geen invloed op het al of niet ontbindbaar zijn van £(x) in de gewenste
gedaante g(x).h(x). Wij onderstellen dus voortaan dat a, ,a, ,e..,a
allen . geheel zijn.

Gauss heeft verder aangetoond dat wij slechts behoeven te zoeken
naar veeltermen g(x) en h(x) met gehele codfficiénten, m.a.w. als er
geen g{x) en h{x) met gehele coefficienten bestasn, die voldoen aan
£f(x) = g(x) h(x),is er ook geen stel veeltermen g(x) en h(x) met ratio=-
nale coéfficiénten te vinden die man deze relatie voldoen.

Wij voeren het begrip primitieve wveelterm iny hieronder verstaan wi}j
~ een veelterm met gehele coefficiénte, waarvan de GG6D gelijk is aan 1.
Allereerst bewijzen wij na de volgende stelling van Gauss:

Het product van twee primitieve veeltermen is weer een primitieve
veelterm. ) |

Immers onderstel gix) en h(x} primitief. Dan vindt men voor de coef-
ficiénten van hun product

Ao = «go,co
4, = léﬂo(}, 4—{;('9
b =hoty 44,6 +40e,

aw,z-g,cs
Onderstel nu dat f{x) = g(x) h(x) niet primitief was. Dan bestond er
een priemgetal p dat deelbasar was op alle coeffitcienten 818 geeyly -
Onderstel dat ¢, de eerste in g(x) eptredende coéfficiént is, waarop
p niet deelbaar is en evenzo dat Cp; de eerste in h(x) optredende co&f-
ficient is waarop p niet deelbagr is. Wij beschouwen dan de coéfficiént
aR’£, waarin de term »lgqg optreedt die endeelbaar is door p terwijl
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alle andere inué;§§ optredeﬂde termen producten zijn van een;ﬁ%met
lagere index dan R en een ¢ met lagere index dan S, zodat die allen wel
door p deelbaar zijn. Bij gevolg was de grootheid aR+S,niet deelbaar
door p in tegenstelling met de onderstelling.

Wij formuleren nu onze ontbindingsstelling nog iets anders nl.:?

Is £(x) (met gehele coeffciénten) gelijk aan een product g(x) h(x)
van twee veeltermen met rationale coefficienten, dan bestaat er een

rationaal getal t, zodanig dat tg(x) en Rl gehele coefficienten be-

zitten (zodat £(x) dus te schrijven blijkt als een product van twee
veeltermen met gehele coefficiénten).

Bewijss Onderstel f(x) primitief en zij f(x) = g(x) h(x), waarin de
coefficiénten van g(x) en h(x) rationaal zijn. Er bestaat dan een kleinste
geheel getal a zodanig dat ag(x) slechts gehele coéfficienten bezit;
als nu b de GGD dier co&fficiénten is, is J(X’
(ayb) van a en b is 1). Evenzo bestaan er twée gehele getallen ¢ en d
(met GGD (c,d)= 1), %zganig dat CA(x) primitief is. Men heeft dan dat

ac a g () cth (%D
Za—(__ f(X)= —‘2:—6._/-‘- . j"(c"

primitief (en de GGD

als product van twee primitieve veeltermen
primitief is. Geen factor van 44 is deelbaar op de coefficienten van
f want f is primitief. Dus bd is deelbaar op ac. Het quotient is echter

1 want anders was =% f(x) niet primitief. Bij gevolg is bd = ac. Dus

f(x)= E%g(x). %% h(x), waarmee de stelling bewemen is.
Is f(x) niet primitief, dan volgt uit F£(x) = g(x) h(x) dat

{Cf’: <§£?> h(x) (waarin e de GGD der coéfficiénten van f(x) voor-

stelt)gc#:pfimitief is; er bestaat dan een rationaal getal t met

fé;> = {é£1> A0 y waarin QZ%;B enﬂg—é;—c-> gehele coefficienten

hebben, dus f(x) = tg(x). #(X) is ook een product van twee veeltermen
met gehele coefficiénten.

Opg. 1. Als de primitieve veelterm f(x) geschreven is als een product
g1(X) 8, (X)-..ge(x), dan bestaan er rationale getallen S SRR
met <, ¢, . 4— 1, zodanig dat T g(x), r, g(x),.‘., rL%éx) allen
prlmltlef zijn.
Def. Men noemt een primitieve veelterm irreducibel als zij niet te
schrijven is als product van primitieve veeltermen van lagere graad,
Uit de gevonden resultaten blijkt dat men bij het =zoeken naar ont-
bindingen van primitieve veeltermen zich slechts tot primitieve fac-
toren behoeft te beperken. Wenst men b.v. na te gaan of de - veelterm

{(%73 ")cq;+2>c3+»>‘c'2~—§7<+ 2

irreducibel is of niet dan zijn slechts mogelijk de gevallen
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,C/'x)-: [564—4.)'( w3 £ x4+ of )

en
7(‘/7f)=~‘ /x?-;--ex{-g)(xz F £3c+/\-)
: 2
waarbij alle optredende coefficienten a,b,c,d,e,g,h en k geheel zijn.
In het eerste geval is ad = 2, dus a = 1, -1, 2 of -2 en men controleert
met behulp van de reststelling direct dat f(x) geen factor x+1, x-1,

x+2 of x=2 bevat.
In het tweede geval heeft men

e+f=2
+e./74-,4_-= 7
Frek = -5
I,

Uif gk=2 volgt dat juist één der grootheden g en k even is, dus uit de
2e relatie volgt dat eh even is; daar e+h even is, zijn dus e en h beide
even, wat strijdt met de 3e relatie. De veelterm f(x) is derhalve
irreducibel.

‘Wij leiden nog de stelling van Bisenstein af, die ons in bepaalde
gevallen helpt om veeltermen op hun reducibiliteit te onderzoeken. Deze
stelling zegt: Als van de veelterm f(x) = a x?°+-ah¢1x°%'+ <o By de
coefficient a,_ mniet en de overige coefficienten a _, ,+.., a_"door een
priemgetal p deelbaar zijn, terwijl a, niet door p‘2 deelbaar is, dan
is £{x) irreducibel.

Bewijst Stel er bestond een ontbinding

-f/vc)'-ﬂ' ‘/gtlnrﬂ’-;—'w +€a)(cs ch-’r R S O >

2

waarin alle eoefficiénten geheel zijn, dan is a = b_c  deelbaar door

p mear niet door p®, dus hetzij b, hetzij c, is deelbaar door p. Zonder
dqélgemeenheid te schaden mogen we gannemen dat b, wel en c, niet
deelbaar is door p. Daar niet alle codfficiénten bo,bi,.‘.,b1’dee1baar
zijn door p ( anders was a, het ook) is er een eerste coéfficiént,

welke wij bR zullen noemen, die niet door p deelbsar is. Bchier is dan
8, €en som van termen die allen, op de ene term b, ¢, na, door p deel-
baar zijn, dus a_ is niet deelbaar door p in strijd met de onderstelling.

R _
Opg. 2. Als p priem is, is de veelterm
L1 = 2P e bt d

irreducibel. Men bewijze dit door x = y+1 te stellen en te beschouwen

x ey P
£f(x)= el Qét:ﬁlﬂi y Op welke veelterm in y de stelling van

Eisenstein is toe te passen,
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Opg. 5 Als van de veelterm a, x4 a1x°“ + ...+ a, alle coefflclenten

B 900098 deelbaar zijn door een priemgetal p, maar 2, niet deelbaar

is door p* en als verder a, niet deelbaar is door p, dan is die veelterm
irreducibel.

. ,€ . :
Opg. 4. Ontbind de weelterm x ~1 in irreducibele factoren.

Hoofdstuk IV.

§ 1. Eliminatie.

Wij wensen in deze paragraaf na te gaan onder welke voorwairden twee
veeltermen

7[(')(): c;_o)r""’.;. S S Y 5/’)():-:. g09(7w+ e ({3?’

een nulpunt gemeen hebben. Wij zoeken daartoe een‘functie die elleen
afhangt van de coefficienten 2,58 5098, 5 b b‘,...,b}ﬂen die dan en
slechts dan nul wordt als een der n nulpunten X, ,...,x, van f(x) samen>
valt met een der m nulpunten y, ,...,J,, van g(x). Het is duidelijk dat
de functie

m e

C=TT (x,-
/M:I V=4 v ‘th)

Juist in die gevallen nul wordt. Wij merken verder op dat uit

g(x)= b (x-y, )...(xy,) volgt &(x,)= b (x -y, }...(x,-y,), dus

C = j?i 7 (xv)

Y=y {o i
) -
De functie C?éi = /7 g(x,) is ecn gehele rationale symmetrische func-
V.._-

tie in de grootheden X, 50++y%, en dus volgens de theorie der symmetrische
functies geheel en rationansl uit te drukken in de grootheden gl ,.-.,%;~
Deg? functie is van de graad m in elk der grootheden x?,.‘a,xh, zodat °
a, maal deze functie, dus de functie

”/ :QD% oq-}
Dy, = 2 4C

geheel en rationaal uit te drukken is in de grootheden B, 98 sene,@
b b’...’b' M

O’! m

o B
Uit 1%~ ’nf g(xy)z1et men dat Q,homogeen en van de graad n is in de
grootheden b ,...,b evenzo is I? homogeen en van de graad m in de
grootheden g, ,...,2 . 7

Toepassing. Bepaalde uitdrukking D.voor de veeltermen

{(»x)= a,x+a, s 0= éx‘i«fpc +%,
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Men vindt

! 2 \ > o
bfj = 00\76?{3(') = Af,a’- é*"""o* é:qrse)

of door uit te gaan van g(x)

,:D_l[f‘? = Qaz ][/C;’,)ﬁfh) zéz‘(%\%#‘;')(c?oyz-»a,)
tgo/a°2j'ya+ s (5‘, “’“\72) +Qq, 2) = "ggaoz" giqoqf"' @,a,?i,

Opg. 1. Bepaal de uitdrukking Dp

Opg. 2. Bewijs dat uitdrukking f?, voor twee veeltermen f en g resp.
van de graad n en m gelijk is aafl! de uitdrukking ng voor de veeltermen
g en f afgezien van een factor (-)mm”.[?ij zien dat de functie D{ of
de functie D =(—)%n°Df dan en slechts dan nul wordt als de veel-
termen f(x)‘en g{x)‘eenvnulpunt gemeen hebben. De functie ka is dus

voor de veeltermen a,x + a,en b,x + b, .

de resultante van de vzeltermen féx) en g(x) en deze resultante is ,
zoals wij hierboven zagen, homogeen en van de graad n in de coefficien—
ten b,,b, ,...,b, van g(x) en homogeen en van de gr aad m in de coéf-
ficienten a_,a ,..,,a_ van f(x). De resultante is dus homogeen en van
de graad m+n in de coefficiénten van de vecltermen f£(x) en g(x) tesamen.
Wij tonen ook nog aan dat de resultante isobaar is in de coefficienten
van deze beide veeltermen tesamen. Beschouw daartoe de vergelijking

® (3)= 0, waarvan alle nulpunten{§7,...,§; fmaal zo groot zijn als die
van f(x), dus als

CP/; ):B 40377*_&;,;7:.-14‘ v,

. ’ K2
dan is o, = ta, s o= f%iz seves r =7t @,, « Verder beschouwe men de

el

>

veeltermfx(:§) waarvan de nulpunten t> zo groot zijn a's die van
g(x). Voor de coéfficiénten €, ,;81 oo (3
direct in dat geldt

/?’/"tét ’ /%2 51‘26?2) -y ﬁm'é0n’gon.

Verder is

van ]:Q;) ziet men dan

=a {7 JT e = 4.7 T ¢ -
Dex e < /u,/\i (%,- ’7/A)‘ 2.4 ,«/5 €000

= {2"” aohwﬂr‘uzr'/wuaak4) *’{0”77:Z%%.

Daar qu ontstaat uit IV: door bij Dfﬁ in elke term @, te vervangen
door o/ , @, door o} ,..., @,door o,, £, door A3, 4, door Lyrevrs £y
door[i7en bij die vervanging hierbij evenveel factoren t gewonnen wor=-
den als de index aangeeft, is het gewicht van iedere term van D4,

gelijk aan mmn , dus I¥ is isobaar van het gewicht mn in de coéfgkciénu

ten van de veeltermen f en g
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Indien men op .een of andere wijze een veelterm V in de grootheden -
B geeesBy 0,...,b,m afleidt, aie nul wordi als f en g een wortel gemeen
hebben, is die veelterm V deelbasar door D—f; . Immers de veelterm V is
Asymmetrisch in de grootheden x,,...,%,, Yy 100 9¥amen wordt nul als er
een i en j bestaan zodenig dat x;= y-, zodat V de factor x - Y
.bevat, maar wegens de symmetrie is V dan deelbaar door elk der m n
uitdrukkingen x, - Yu ,dus door hun product C. Daar echter C gebroken
rationaal is in de grootheden 2g,+.+38,, By 5+-4,b, , (en wel met noemer
a': b;w) , is V deelbaar door aofmgf'c, dus door Dr. .

Toepassing. Men elimineert x uit de vergelijkingen
f/;c)« o, 1Q+.a,>e+ae =0

3’ )= £,x? +€x *’gz. -0

op twee wijzen, nl. door ze met b, resp. a, te vermenigvuldigen en af

te trekken en door ze met b, resn. a, te vermenigvuldigen en af te
trekken. Men vindt dan bij x # O

(@g)w % + (af), =0
(‘bg%z'x + [@6),2 = 0

(hierin stelt (ab)t-J- de determinant a‘;\ljr a ‘byvoor) en dus na eliminatie
van x

P‘ C"’é)/a /“‘/g)/z =+ /a’g)oa <o -

) Deze relatie geldt ook in het nog niet behandelde uitzonderingsgeval

x = 0, want dan is a, = bz = 0. Men kan het ‘gevonden resultaat nog in
een andere gedaante brengen. Men heeft nl.

(akdyy (28,5
R= ](,,,mo, /44)02}

A, Oy~ G, 5.3 a:gé "q:'él

a8 -a £, aob-a.4

2

wasaruit na 2 maal randen volgt

Q, &, 2, O
7? = O 4o % 4,
£ € €, o
i O gp ‘e[ '22



Dit laatste resultaat is een bijzonder geval vag gen resultaat dat

ons door de eliminatie methode van Sylvester wordt gegeven. Indien de
vergelijkingen f(x)= O en g(x)= O een wortel gemeen hebben, is dit ge-
tal x wertel van slk-dér-vergelijkingen ‘

?Cm“’-/\_/x)f-o) x h'éfﬂc) =0 e ocf/'x):-:o) FlxD=o, 7‘75“;7/“.)"0,
3(77’25/2)::0) ey xde'fgf):a;[w):o

Schrijft men deze vergelijkingen uit dan ziet men dat het systeem homoe=

gene vergelijkingen

095-(?’"-#%—7_}0/ :?»74»1,-2 +- o+ aﬁzdm_l ;-g
@, Ronem-1 > - = + ARy 2
aa;’,,,-%- +- ap ?a =
go Zmrnos +€/:‘7'M~ﬂ-2 oo '+'gmzn—»/ 6 =02
v e 2 = O
€ Tmenz * + m Th-2
‘goz,,,,A- s - +1(,,,70:a

%
y tegelijk moet bestaan (en wel de oplossing

2 mearn -~/

Yasi, 2EX, ZyEXT, e, X, TX ,

die niet de nuloplossing is, moet bezitten), zodat de coefficienten-

determinent

"ao 2, - 4, O )

O 0,8, - -. 0, 0 --- 0
R -m - - - - -

o - O a,a, - - (= 3

’él)g) "' gmo s e - O

ogo ¢ T gmo - - 0

‘nul is. Dat omgekeerd uit het nul zijn van R volgt, dat het stelsel een

oplossing bezit, is evident maar het staat niet a priori vast dat die
oplossing (zo,z, su+1Zp,_,) de eigenschap bezit, dat z =13 2, = 2 ;
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an & M=y

z, = zﬁ;...;z en pas daaruit velgt dat f en g een nuipunt

2 M h-l /

z, gemeen hebben. Dat dit bij R= 0 toch wel het geval is, blijkt uit de
hierboven gemaakte opmerking, dat als f en g een nulpunt gemeen hebben,
R = 0 is, zodat R deelbaar is door elk der verschillen x, - Yos Ous door
D..Aangezien echter R niet identiek nul is (men kijke b.v. naar de term
é?“b:, die in R éénmaal optreedt en wel met coéfficiént 1) en van de
graad m in de coéfficienten a, en van de graad n in de coefficienten b
is, kunnen R en D_.slechts in een constante factor verschillen, zodat uix
R=20 inderdaa§ vglgt dat %§= 0 is, dus dat f en g een nulpunt gemeen
hebben.

Opg. 3: Toon aan dat een gemeenschappelijk nulpunt van f(x) en g(x) ook
een gemeenschappelijk nulpunt is van de veeltermen f(x) en £(x)+ A g(x)
(N willekeurig #0).

Euler heeft nog een endere methode gegeven om de resultante der
veeltermen f£(x) en g(x) te vinden. Hij merkte op, dat, 2ls f(x) en g(x)
een nulpunt ¢ gemeen hebben, geldt f(x) = (x-c) p(x); g(x)= (x=-c) q(x),

dus -
00 f(x)= (3 90,

waarbij p(x) en g(x) ten hoogste van de graad n-1 resp. m-1 zijn. Om-
gekeerd als twee dergelijke veeltermen p(x) en g(x) besta=mn, moeten de
n lineaire factoren van f(x) deelbaar zijn op het rechterlid p(x) qo(x),
maar omdat p(x) ten hoogste van de graad n-1 is, moet ten minste een
dier factoren deelbaar zijn op g(x), wasruit volgt dat g(x) en f(x) een
factor, dus een nulpunt gemeen hebben. Zodra dus een tweetal vecltermen

_ -/ > -
/’()">"/ao’r +“""/’t’—; 5 3[7()-: 9o Xx + o 9

bepaald kan worden, wa=mrvoor geldt o(x) f(x) = p(x) g(x), hebben f(x)

en g(x) een nulpunt gemeen. Door d< producten q(x) f(x) en p(x) g(x)
uit te werken en de coefficiénten van overeenkomstige machten gelijk te
stellen, ziet men dat er getallen SRS S qo,...,qm%,(niet allen
nul) bepaald kunnen worden zodanig dat

og "'? 4 =0
//;Efmfo — G a- 9,0 o
/do ‘824/9141*/92!, — 99 - 9,2,— 9,9, =0

- - -~ - - - —

/"n-lg’*n -7 & =0
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Van dit homogene stelsel moet de coéfficientendeterminant dus nul zijn
“en men ziet gemakkelijk in dat deze,na wentelen om de hoofddiagonaal,

op eenvoudige wijze over te voeren is in de determinant R van Sylvester.
Opg. 4. Teon zan dat het bestasn van een veelterm p(x) van de graad

n-2 en een veelterm g(x) van de graad m-2, die voldoen aan

2[3() . -—/Y):)z /3/)() ﬁ—/ﬁ()

tot gevolg heeft dat f(x) en g(x) twee wortels gemeen hebben.
Opg. 5. Bepaal de relaties die tussen de coeéfficiénten der v_geltermen

-/[/‘x):-: ,,07,{’3_,_ a")c'zq.» 2, % +03 en Gq(x)r {o%?\)- €,x+ ‘gz

moeten gelden, opdat deze een {resp. twee) nulpunten gemeen hebben.
De eliminetie methode van Bezout gaat geheel anders te werk dan die
van Sylvester. Wij lichten deze toe aan een speciaal geval

7[/7’)'—* 407‘*+a,9c3+429c’+03x+a¥ 5 Ocr/oc)z Qa:ﬂg’,’xmga,

Hebben f(x) en g(x) een wortel gemeen, dan geldt voor die wortel

a )'.3+~4')¢2+ oC 4 3 2
o : s 23 Ry . a,x ta,x+a, ayx +a,,

-
’ ] 1
Xigt*é; 4?2 t, éZX-réé

dus na herleiding twee betrekkingen van de gedaante (waarvan de coef-
ficiéntenvc en d op eenvoudige wijze in de coefficienten =2 en b uit te

drukken zijn ‘
°n zijn) X3+ C, X e tCy =0

2
Ay x> 4, 2% 4 odyx 5 oy =0

-

Aan deze betrekkingen voegen‘we nog toe de betrekkingen

{4%;*£zxz+'€?x = O
Lox*+ ey £, =o.

De 4 gevonden betrekkingen, alleen geldig als er een gemcenschappelijk

z
nulpunt der twee veeltermen f{(x) en g(x) bestaat, leveren na eliminatie
een resultante

Co . G
B = |do d dy oy
° g) ‘62 154 =0
o {o 'él ’gz
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op. Men weet dat deze deelbaar moet zijn door D. Lettende op de graad
van B en op het feit dat B niet identiek nul is, ziet men gemakkeliik
in, dat B en Iyslechts in een constante factor verschillen,

Opg. 6. Laat zien dat bij veeltermen £(x) en g(x), beide van de graad
3, de determinant B van Bezout de gedasnte

é’-‘é )03 (a/é)r‘S (a/é )23
- |G, )0l (),
(a’g)o; (“g)oz (a’g)tﬁ

bezit.

§2. Toepassingen van de eliminetietheorie.

Wij geven vain het gevondene twee toepassingen.

De eerste toepassing bestaat uit het opsporen van de snijpunten van
twee willekeurige vlakke krommen f(x,y)= O en g(x,y) = O, resp. van de
graad n en m. We schrijven

‘f(“")fj)"‘ 051""4~ O,XT'"+ L S J(?-’)j)z— g& e {'77;

2

waarbij elke coefficient av= aw@)een veelterm is van een graad VvV in y
en elke coefficient QM;= éﬁyeen veelterm is van een graad AAin y. Een
snijpunt S(x, ,y,) van de krommen heeft de eigenschap, dat de veeltermen
f(x,y}) en g(x,y,) een gemeenschappelijk nulpunt hebben, d.w.z. dat hun
resultante nul is, Deze resultante is in onsgeval een veelterm in y

en wel van een graad, die gelijk is aan het gewicht m n dier resultante,
Juist omdat in de coefficienten a, resp. bﬂ_de grootheid y in de v e
res@./ue graad optreedt. Er zijn wegens de hoofdstelling der 2lgebra
juist m n waarden y_ te vinden wasrvoor deze resultante (als veelterm
van een graad mn in y;) nul wordt. Is eenma=l zo'n waarde ¥, 8&evon-
den, dan kan het bijbehorende puntfg gevonden worden door; zoals boven
is opgemerkt, een stelsel van m+n-1l homogene lineaire vergelijkingen

in de onbekenden 2z, = 1, 2, = X,, Z, = X, yecey oy, = X;f*”il op te
lossen, waaruit in het algemeen juist 1 waarde van x, volgt. In het
algemeen vindt men zo dat twee vlakke krommen van de graden m en n
precies m n snijpunten gemeen hebben (stelling van Bezout). In de
analytische of in de algebrazische meetkunde worden deze resultaten ge-
preciseerd en de uitzonderingsgevallen, die zich hierbij kunnen voor-
doen en waarop wij nu niet inga=n, bestudeerd.

Opg. 1. Bepéal op de aangegeven wijze de snijpunten van de krommen

3 3 . 2 , 2 2=
o gc = 4z x+Jr s
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Opg. 2. Is het mogelijk dat twee krommen ven de graad m resp. n meer

dan m n snijpunten hebben?
Een geheel andere toepassing van de eliminatietheorie 1@vert ons le

voorwaarde waaronder een veelterm f(x)= o, x 4 oa, T a.,
een dubbel nulpunt bezit. Wij weten dat het daartoe nodig en voldoendc
is, dat f(x) en £'(x) = n @,x" +(n-1)a, x”* + ... + 5 _, cen nulpunt

gemeen hebben, Wij vinden de genoemde voorwesarde direct dooﬁ“fesultante
R van £ en ' op te schrijven, die van de graad n+(n-1) in de coefficicn~
ten 2 is en van het gewicht n{n-1). Men ziet echter onmiddellijk in dat
deze resultante deelba=r is door 2, 2z0dat wij na verwijdering van deze
factor een resultante D --%}-v1nden die in de coeffzclcnten van de graad
, 2n~-2 en van het gewicht n{n-1) is.

Men overtuigt zich er gemakkellgk‘van d2t D niet identick nul is. De
gevonden uitdrukking D wordt de discriminant ven f genocmd.

Opg. 3. De discriminent van f is op te vatten 2ls resultante van

7{:;-.,-/", en 7@"—’-'%{-2{(

Opg. 4. Schrijft men f(x)z f(x,1), waarbij

YL

f('r )m Qox - ”7( C/‘Fﬁ ;2"""-4&»- 7:, h_’*}'q:»;\{f 5

dan is de in opgave 3 gevonden vorm f, gelijk aan Eﬁiﬁ;ﬁi? , waarin

vy = 1 gesteld is. (Dit is een bijzonder gevel van de stelling van Zuler,
die zegt dat een homogene vorm f van de graad n in de variabelen X,V ,7.- .-
'voldoet aan

yéf+y§7;+ czg—gwf’-- m%{’.)

Opg. 5. Bepaal de discriminant van elk der vergelijkirngen
X%ﬁx+g=c>; X%ywc+i<0; %qﬁﬁ7+2=
Opg. 6. Bepaal de discriminant van de vergelijking
QT r 4, >, X + ay =0,

Men kan ook op geheel andere wijze komen tot de uitdrukking D. Beschouw

daartoe de uitdrukking
v = (=2 X x=%y) "'/"f'q’hyxa"%)ﬁ‘z"”ff)"‘/”z‘x*’)' T /’f»,q""”l

2[21) factoren, Het is duidelijk dat V nul wordt zodra
twee der nulpunten van f(x) gelijk zijn. V is echter geen symmetrische

‘bestaande uit

vorm in de grootheden X; 90 ,X,, wWant verwisseling van twee dezer groot-
heden doet V in zijn tegengestelde overgaan. (Een zodanige vorm nocmt
men alternerend). Juist dit resultaat leert ons welke functie der nul-
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puntverschillen we moeten nemen om wel een symmetrische uitdrukking in
de wortels te krijgen. We beschouwen nl. de functie 77( X = )

AFEY
waarin naast b.v. de factor x, - x, ook de factor x, - x, optrecdt.
min-)

Deze functie, die juist gelijk is aam (=) = V7 wordt slechts nul
als twee der nulpunten van f(x) samenvallen en deze functie is symme=-

trisch in die nulpunten, dus geheecl en rationaal uit te drukken in

a a a Z, R
'ZE';“’ a—i» ge sy a’.”.. Daar \/ in e¢lk der nulpunten van de graad n-2 is,
[

2h- 2 . . .
1S a, *V° een gehele rationale functie van a, ,a «s2.,, Gile dan en

gree ey
slechts dan nul wordt, als twee der nulpunten van f(x) samenvsllen. De
bovengevonden uitdrukking D wordt nul als twee dier nulpunten samen-
vallen en is dus deelbaar door " ~2V/*. Aangezien echter D van het
gewicht n(n-1) is in de grootheden g, ,a,,...,8 _en al”"? Ve als symme=
trische functie van de grazd n{n-l) evenecens dit gewicht bezit moet het

guotient een gewicht nul bezitten, zeodat dit quotient af-

gezien van getallen factoren van de gedaante af is. Da=r D van de graad
2n-2 is in de coéfficiénten a_,2,,...,8,¢en Vvan de graad 2n-2 in X, , dus
a 72 V? van de grasd 2n-2 in de grootheden a_,a, ,...,a_, is, moet p = C
zijn zodat a‘:" 2 V2 en D afgezien van getallen factoren overeenstemmen.

76 heeft men bi} de vierkantsvergelijking O, x¥wa,x+ g, = 0O

1 Q/ 02

2y/2 2 2/, 2
Qo}/ e (202(%1-2‘2> = ((.‘x,.; ¥ -....Z/ 2’,1{'2) - C?le“ ‘;/Qoqe ’

Opg. 7. Bij de cubische vergelijking x °+ p x + g = O drukke men de

symmetrische uitdrukking

(9(1 =Xz )? (’9"”-’3)2["2* 3 )%

uit in de coefficienten p en g, gebruik makende van de relatie X, +x2+x:,-f:0r,
‘ 3



